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VR E S U M O
Este trabalho apresenta loções da teoria de homoto­
pia e da teoria de fibrados, tendo 
ção de fibrados universais. Ainda
dência da idéia de fibrados, dada ]|)or N. Steenrod, com o 
derno enfoque dado por G. Bredon.
como objetivo a classifica 
estabelece uína correspon -
mo-
vx
A B S T R A C T
Concepts from homotopy tlieory and fibre bundles will 
be presented to obtain the classifj.cation of universal b u n’' 
dies. In addition, we illustrate i;he-relationships between ' 
the developments of fibre bundles given by N. Steenrod and
G. Bredon.
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c.S
A  teoria de fibrados a 
de Topologia ã Geometria Diferencia 
guns tSpicos fundamentais desta catí: 
classificação de fibrados, além de 
mento de N. Steenrod ((9j), que segu 
com o moderno enfoque de fibrados 
por Glen E . Bredon ([1}).
Para isto, damos algumc 
tulo 9, bem como noções da teoria dç 
noções da teoria de fibrados, no cap 
III, abordamos, em especial:
- a  classificação de f 
com grupo G, reduzinc 
cação desses fibrado 
topiá de G,
- a classificação de f 
-fibrados universais,
ficação dessesfibradc 
cação de homotopiá
çresenta importantes aplicações 
Neste trabalho expomos al- 
goria, tendo como objetivo a 
azer um^a comparação do trata - 
imos no decorrer do trabalho , 
ravês.do produto torcido, dado
noçoes preliminares, no capi 
homotopiá,. no capítulo I, e 
ítulo II. E ainda, no capítulo
brados sobre a n- esfera S^ e 
o assim o problema de classify 
ao cálculo dos grupos de homo
brados principais, através de 
que reduz o problema de class^ 
iS para um problema de. classify
c a p í t u l o  o
NOCO-eS PRELIMINAn
0.1. DE FIN 31 ÇÃO
RES
3 (Í2)) e Y é um espaço topolo
Y
Se G e úm grupo topologic 
gico, di55emos que G ê um grupo topoiogico de transformações de 
relativo a aplicação- ; G x Y Y s^
(i) <j) é contínua
(ii)  ^ (e,y-) = y, para tod<p y em Y, e 
(iii) (j> (g, <}) (h,y) = tj) (gh,y] , para cada g,h em G e y 
Y. Neste caso, dizeraos que G opera sobre Y (ã esquerda). A aplica
em
çao (í> é chamada uma, operação (ou açãc
com uma dada ação (j) de G, é chamado i,m G - espaço (ã esquerda) .
Representaremos por gy a j 
cação (}), ou seja, <fi (g,y) = gy, para 
Nessas condições, cada g e 
(fi: Y-^Y definida por <j)g(y) = gy todc 
.mo de Y {[7) , pâg. 7). Consequentem
) de G sobre Y. O espaço Y,
magem do par (g,y) pela apli- 
g em G e y em Y. 
m  G induz uma aplicação '
y eiH Y, que ê um homeomorfis^ 
ente, a aplicação g •-> (j) é
um homomorfismo de G no grupo dos homeomorfismQ.s cfe Y.
0.2. DEFINIÇÃO
Dizemos que G ê e f e t i v o , ( 
gy = y implica que g = e, para todo 
vel identificar G com o grupo dos ho 
pos tópológicos de transformações qu^ 
Io II, sf*rão efetivos) .
0.3. DEFINIÇÃO
\
Tinaa n - vaniiedade é um espí 
vizinhança homeomorfa. a algum conjun 
gimos a variedades q u e  síâo separáveis
Um sistema S de coordenadas
Du que a ação (|) ê efetiva) se 
 ^ em Y. Neste caso, é possí- 
neo3norfismos de Y. (Os gru- 
vamos considerar, no Capítu
ço em que cada ponto tem uma
to aberto em R^. (Nos restrin 
, métricas e c o n e x a s ) . 
diferenciâveis em uma n-va-
riecfetde X é uxiia fafralia { V ^ } , j era J, de conjuntos abertos co 
bíclndo X e, paxa c.ada j, ura homeomDrfisrao
ip . :: E . - > V .  , E . C  J 3 J J
(1) 0 (V^ n
J, ê difereruciâvel.
Se cada uma de tais aplicações tem 
r, então S ê dito de classe r. Se
então S é dito de classe ” . Se tais aplicações sao analíticas' 
então S é analítica ou de classe w
aberto tal que
(V^ n  Vj) , i , j em
derivadas contínuas de ordém 
S é de classe r para cada r
Dois sistemas de coordenadas em X, S e  S', de classe r 
são chamados r - equivalentes se aa famílias compostas {V., V ' },j K-
( 'P ■ r 4>-1: } formam um ‘sistema de cléisse r.
 ^ ».Uma n - variedade diferenciâvel X de classe r ê uma variedade X
juntamente com uma clr.sse r - equi\ 
nadas X.
Sejam X e X' variedades da
n' , respectivamente, de classe ÿ. ï . IMa aplicação f: X X' 
diz-se de classe r se existem sistemas de coordenadas representa 
tivos de S e  S' tais que a aplicaçã
J ' , tem derivadas contínuas de orde
alente de sistemas de coorde-
ferenciáveis de dimensões n e
ffl r.
E^, para j em J, k em
grupo topologico e uma var^ 
que a operação de BxB em B 
3 B em B dada por b >->- b“l são 
1. Qualquer subgrupo fecha-
0.4. DEFINIÇÃO
Um grupo de Lie B ê uíii 
edade diferenciâvel de classe 1, em 
dada por (b^b') bb' e a operação d 
aplicações diferenciáveis de classe 
do G de B é um grupo *de L i e .
0.5. DEFINIÇÃO
Seja B um grupo topol<
±%chado de Definimos uma relaçã(
seg,ue: dois eílesnentos b e b' de B síío ditos equivalentes se e 
somante exisite am. elemento g e G ta!, que bg - b' . Assim os ele-
Sgico e seja G um subgrupo 
? de equivalência em B como
meffiitos de B estão divididos em classes de equivalência disjuntas 
clíaiuadas èlasses..ã esquerdaí de G em B.
Aí classe à  escguerda con :endo b e B é o conjunto cujos 
elementos são essas class-es ã. ■esque::da de G em B.
Deíinimos projeção naitural
p: B B / G  por b(b) = l|).G.
Um subccdjunto U de B/G ê chamado aberto se p (U) é 
um conjur^ito aberto de B. Esses conjuntos abertos definem uma to
pologia em B/G. 0 conjunto B / G  é ch mado espaço quociente de B
g>or G. Por definição p ê uma aplicação còntxnua.
A  projeção natural p ê úma aplicação aberta: para i£ 
to, vamos mostrar q:ue p ’^^ p(U) ê abei to »em B. Seja U um conjunto 
aberto em B; então p ^p(U) = U . G  = {ug; u e U, g e  G } ê aberto em 
B. Logo p(,U) é aberto em B/G.
Vamos verificar agora qv.e B / G  ê um espaço Hausdorff. 
Sejam x e x' pontos distintos de B/Cí, e escolhemos b em p^^(x) e 
b ’ em p ^ ( x ' ) . Então b ^b'não está e
de b'' b ' , com W H  G  = (p , Se jam U e V 
pectivãmente, tais que u ’^ ^ C W .  Ent 
ças de-x e x ' .  Vamos mostrar que es 
to comum. Suponhamos que exista x" 
tão existem g e g ” em  G tais que b" 
V. Portanto,
(b"g)''^(b"g') = g^^b"'^b 
impossível, pois W H G  = (j)
0.6'^ DEFINIÇÃO
Se x está em B / G  e b est 
ção â esquerda de x por b por
b.x= p(b.p ^(x)).
Sob esta operação podemos verificar 
(b^.b^B.x = b^.(b2-x), p
(b^.b2 ) ..X = p(b^b 2 .p"’^ (x
m  G. Seja W uma vizinhança ' 
vizinhanças de b e b', res- 
ão píD) e p(V) são vizinhan- 
sas vizinhanças não têm pon^^ 
em p í O ) n p ( V )  e p(b")= x". En 
g está e m  U e b"g' está em
"g'- g-1 g* está em W, o que
ã em B, definimos a transia'^
3ue
Dis
)),
5.
^ (x) ) ) = p (b^b^ .p~^ (x) ) 
ações de B/G.relativo a :,;esta
de homeomorfismos de B/G. Se
a b e r t o .
b^. (b^. x) = .’^^ (pb^. p
-  p(b^ . p"^
E portanto B é um grupo de t rans form, 
operação.
Vanios ver que B é o grupo 
ja U um conjunto aberto em B/G; então p “^ (U) , b.p-^íü) e p(b.p“l(U)) 
são também abertos,. Portanto, b.U é
0.7. DEFINIÇÃO
Seja G ura grupo que c 
ra quaisquer x e x' em A se existe g 
que o grupo G é transitivo, ou que o 
sobre o conjunto A.
O grupa B opera transitiv
0.8. DEFINIÇÃO
pera sobre um conjunto A. Pa- 
em G tal que x' = gx, dizemos 
grupo G opera transitivamente
amente em B/G.
pos d e  b G b~~ conjugados a G em B 
ante fechado em Bj e ê o maior subgru]? 
B. E B/G^ é um grupo topologico de t 
pág. 39) .
Definimos G ;como a i 
0 iterseção de todos os subgru-
0.9. PS FINI ÇÃO
Çntão G^ ê o subgrupo invari- 
lO de G que é invariante _ em 
a n s formações de B/G ((9 J, '
Se B e um grupo de Lie: 
uma aplicação aberta, então a aplicaç 
homeomorfismo. Dizemos então que a pi 
ção p' são topolôgicamente equivalente 
X = B/v3Li.
PROVA:
compacto , ou se p ': B X é 
■O natural q: B/G X ê um
ojeção natural p e a aplica- 
'■s e podemos identificar -'
Seja B VOT grupo topologico 
vo (0.7) de X. Seja x^ em X um ponto 
nimos a aplacação
p.' ; B ->• li pxar p' (b) = bx
de transformações transiti • 
base. (Ver def. 1.1,). Defi-
, que ê contínua. Seja G o
sulkgrupo dos elementos de ®  que apli 
siAigrupo fechado, e para cada x em X 
querda de G em B. Isto define uma ü: 
q: B/G ^ X tal que q ('p (Id) ) = p' (b) 
p; B B / G  é a projeção natural,
P'B X
P /q
6:
ta X em si mesmo. Então G é 
0
p'"l (x) ê uma classe ã es- 
nica aplicação 1 - 1 ,  '
para todo b em B, onde '
B/G
berto eia X, p
Vamos mostrair que q e cont[xnua.
/ e.-1 (U) ê um aberto em E
p ‘"^(ü) =(qop) ^ (U) = (p‘
q ^ CU) ê aberto em B/G.
A aplicação q ^ nem sempre 
compacto, ou se p' é uma aplicação ab
Se U é um conjunto . a
^oq (ü). Portanto
e continua. Mas se B ê
erta, então q serã contí -
nua. Isto se deve aos resultados seguintes:
(1) Se^B ê compacto, B/G também ê. E 
' contínua de um espaço de Hausdorf
de Hausdorff é um homeomorfismo.
(2) q“l ê contínua se e somente se p ’
0.10. PRCPOSIÇÃO
0 maior subgrupo de 0 
consite s5 do e l e m e n t o e ([9]).
ainda, uma aplicação 1-1 
f compacto sobre um espaço '
é aplicação aberta.
 ^ que é invariante era
0.11. DEFINIÇÃO
i
Diz-se que um espaço 
ço X e c£i.tã5 subespaço A de X, a aplic 
s'ão sobre X>. ou seja^ se dada uma apl 
aplicação. : X Y tal que f' A  =
Qualquer intervalo de 
cliado) ê mm espaço sôl-ldl®. 0 produto 
dte espaços! sóiidos é sollido (( 6 ]) . Po
C ê sélido se, para cada espa 
ação f; A ^ Y tem uma exten- 
cação f:'A Y, existe uma 
f.
números reais (aberto ou fe 
topolôgico de uma coleção ' 
rtanto, o n - espaço eucli-
deano e qualgia-er cubo fechado n - d 
homeomorfos,, as n - células abertas 
d o s .
0.12. DEFINIÇÃO
Um subespaço A  de X é 
te uma aplicação r: X ->• A tal que r 
r é uma r e t r a ç ã o  de X sobre 
to X ê chamado um retrato absoluto 
ço métrico separável que contém X.
0.13. PROPOSIÇÃO
Para um espaço métrico compacto Y, as proprieda 
des de retrato absoluto e sõlido são equivalentes.
Lmensional são sólidos. Seus 
e fechadas, são também sõli-
chaxnado retrato de X se' exis
que3Í = idA ‘ Dizemos entao
A. Um espaço métrico compac 
ie é um retrato dequalquer espa
PROVA:
Como uma retraçao ê uma ej 
de, segue que sólido implica retrate» 
seja Y um retrato absoluto. Mergulh 
bo de Hilbert Z ([3}) . Seja r: Z -> 
chado em X e f :■ A Y podemos ver f 
Z. Como Z é sólido, f se estende a 
tão r o f ' é uma extensão de f a uma 
to Y ê sólido.
0.14."'PROPOSIÇÃO
Se Y é um espaço sólico tal que Y x I é
tensão da aplicação id-entida 
absoluto. Reciprocamente , 
amos Y topològicamente no cu 
X uma retração. Se A  é fe - 
como uma aplicação de A  em 
lama aplicação f :  X Z . E n  
aplicação de X em Y. Portan
normal
então Y é contrativel a um ponto
tratível ((9)).
\
0.15. DEFINIÇÃO
Um Cg- espaço X é um 
compacto tal que qualquer recobrimen 
tos ê redutível a um recobriraento cc
ou seja, Y é localmente con
espaço normal, localmente ' 
to de X por conjuntos aber - 
n t ã v e l .
0-16. DEFINIÇÃO
Um n - complexo fin i t o , ou CW - complexo finito, X
i =. I, . . . , } , de sub - 
io ás seguintes cõri’dições:
ê uma coleção {E^ , n - 0,1, p
conjuntos fechados de X, satisfazen
n Um^: n
Int = e " -
X
-,n(i) os conjuntos Int E. s.io mutuamente disjuntos;
n(ii) existem aplicações f^
tais qüe :• 
bre Int E? ;
fj (I^) = e J e fj le
(iii) um subconjunto A  de X 
ê fechado.
Os conjuntos E? são chama 
chamado o n - esqueleto de X.
Um n - complexo é dito 
e somente se X^  ^ é um subespaço de X 
lula de X.
Como cada célula ê um espkço compacto e X ê uma união ' 
finita de células segue que X ê compacto.
Então
n-1 ;
: d"", 91^) ^ (e J, Se J) 
v^ a Int I^ homeomorficamente so
** ^e fechado se e somente A 4 i E
X
ios n - células de X, e x’^ ê
ser um sub-complexo de X se 
e cada célula de X^ é uma cé~
-  c a p í t u l o  I 
TEORIA DE HOMOTOP IA
1. ï . DE FINIÇÃO
Seja X um espaço topolõgi 
rJo. Uma cxurva ( ou caminho) em X
se que f aomeça em f(0) e termina 
f:(0) = f(l) = é dita ter ponto bà
30, e seja I o intervalo unitã 
j uma aplicação f; I X; diz- 
f{l)., Uma curva tal que
to de todas as curvas em X com ponto base. em. x , ou seja.
F = (f: I ->X; f (0) = f (1 
Dadas as curvas f e g em
(f.g) (t) =
f(2t), para 0 4 
g (2t 1) , para
se em X. Seja F o conjun-
Oj
t « 1/2, 
1/2 1 .
Para t = 1/2, temos f (1) == g(0).
Duas curvas f e g são ditas homot ô p i c a s , denotando - se
f^g, se existe uma aplicação h^: I -■ X, para 0 ^ t « 1, tal que
para todo t em I. A  relação
de homõtopia ê de equivalência, portjiantó as curvas em F estão di-
vididas-sm classes equivalentes dis;
junto dessas classes e seja {f} a classe contendo f em F. Seja d
a curva degenerada d  (I) = x .“Pare f em F, seja £~^ a curva in-
-1 °versa de f definida por f (t) = f(3[ - t) , para qualquer t em I. 
As seguintes propriedades
cadas:
(1) se f = f  e g = g ' 1 então f.g - f  
C2) ( f . g p h ^ f  .(g.h)
-C3) f.d= fê-a .f 
t4) f.f--y ^ = ‘f-lrf.
llè acordo com (1) a classe
olasses {f}1e {g}. Portanto podemos
em n, (X, >c'):
1 0
{ f}  . {g} = {f.g}
fundamentais podem ser verifi
• g* -
{f.g} depende somente das 
definir uma multiplicação '
Tíor (2) , (3) e (4) essa m 
grupo que,; e chamadc? -griapo fundamenta
10.
iiltiplicação torna IIj^(X,x^) ura 
1 de X era X .
1.2. DEFINIÇÃO
Para cacfa n>l, a definição do grupo de homopotia II^(X,x^)
X , x ^ ) . Definimos o n - cuboê análoga à do grmpo fundamental IT i 
i. ê, o produto topolôgico de n - c ô ;e'
como o conjunto dos números reais t= (t^, 
i= i, ...... n. Uma (n-1) - face de
ordenai;a t^^= 0 ou 1. A união das (r 
do de 1 ^ , represeíntado por 31^, que 
unitária
Consideraraos o conjunto 
f: Cl”, 9l”) •
Essas aplicações estão div 
cia cfcamadas classes de horaotopia. 
conjunto dessas classes de homotopia
Se o bordo ê identific
paço que ê horaeoraorfo a uma n-esfera 
tanto podemos definir um elemento de 
homotopia das aplicações f:(s”, y^)
A  (n-ll - face inicial de
ias do intervalo unitário
t^) para t^ em
I,
1/
I ê obtida fazendo alguma co-
-1) - faces de formam-o bor 
ê homeomorfo ã (n-1) - esfera
(X,x^) das aplicações
ididas em classes de equivalên 
Representamos por II^(X,x^) o
ado a um ponto, obtemos um es-
S^ cora um ponto base . Por
n (X,x J corao uma classe de n o
(X,x^).
obtida fazendo t = 0. 
ntes d e  I ê representada por J
A  união de t 
n-1
l”, representada por ê
odas as (n-1) - faces restan -
Seja X um espaço topolõgic
um poreto de A. Oma aplicação f:(I n
aplicação c o n t í n m  de em X que le 
particular, leva 31^ era A  e ^ em
(X,A,x ^) = f ’^ o conjunto de tais
Definiroos uma adição (gera 
como íjeque:
Se f e estao em F , 
(f+g)(t) =
|g (2t^-l, '2'
o, A  um subespaço de X, e 
j ”"^) (X,A, X q ) ê 
va ^ em A  e j” ^ era x ^ . 
. Representamos por
funções.
Iraente não corautativa) era
t„) 0$t,^l/2, n ±
0
uma
Era
V '
, 11
S;e n 2 e ^ 1/2, então
í?- (1, 1 2^ ! ■ »• /'■ ) — g(0, ^2' ••• /
Portanto f -f g estã evj' quando n ^2.
Duas apliixaações f e g de são homotópicas era F^,- de 
notando™sa- por f-g, s b  existe uma aplicação h : . x-I--^-X,--tal que 
h(t,0) = f(t), h(t,l) = f(t) e para cada i, 0 < i « l ,  a aplicação 
h(t,i) eírtâ em F^.
A relação de hpmotopia é reflexiva, simétrica e tran^- 
sitiva, portanto divide F^ em classes de equivalência disjuntas , 
chamadas classes de homotopia. Essas classes são os elementos de 
n (x,A,:c ) - n .n o n  ^
■ Se f^-g^, (i = ,1,2) em F., podemos combinar essas du­
as homotopias para formar um.a horaotopia f^+ ^ g^+ Portan­
to, se a e 6 são elementos ide n , todas as somas f,+ f„, f, emA. /!i Jl
a , f„ em g, estão em alguma classe de homotopiá de n . Definimos 
, a adição em n colocando a '+ g= .
Com relação a essa adição, n^(X,A,x^) é um grupo cha­
mado n-^grupo de homotopiá relativo de X mod A com ponto base x _ . 
Esse grupo é sempre definido para n >2. Quando A = x , escreve - 
mos Jl^(X,A,x^)= n^(X,x^, x^) = n^(X,x^) e ainda, se n = l , n^(X,x^) 
coincide com o grupo fundamental II^ C^X, x^).
0 grupo n^^(X,x^) é abeliano para n 2 e n^(X,A,x^) é 
abeliano para n >  2 ([6]) .
I
I
1.3. DEFINIÇÃO I
i
Para cada n >0, podemos definir uma aplicação
B: n“{X,A,x ) -> ,n (A,x ). n 0 n—1  o
Se a é  mm elemento qualquer de H^(X,A,x^) , então, por 
definição,a é uma classe de homotopiá representada por uma aplica 
ção f; (I^, I ^ ^ ,  -^ÍXjA, x^) . Se n = 1, f(I^ é um ponto
de A qs2e determina g em n^_^^(A,x^) . Se n > l ,  então a restrição ’ 
f é uma aplicação de 81^'"^) em (A,x^) e portanto re­
presenta ura eleraento 0 em n 1 (A,x ) . - . . . .  .  ^ ,n —1 o
S 0 elemento g em (A,x ) não depende da escolha da
aplicai5p:o f que representa o elemento a em n^(X,A,x^). Portanto, 
p o d e m o ®  definir 3 por 8(a) - p, e é chamado o operador de b o r - 
do. Se n' >1, 8 é tihti homomorfismo ((6)) .
: 12I
1.4. DEFINIÇÃO !
LSeja uma aplicação h; (X,A,x^) ->■ (Y,B,y^) , uma -.'função
continua de X em Y que levá A em B e x ‘em y . - .
^  0 0
Para qualquer f em F ( X , A , x ^ ) , a  composição^hof estã em- 
F^(Y,B,y^), e fH-hof define a aplicação de F^^(X,A,x^) em F^(Y,B,y^ 
Portanto h define uma aplibação
h*: n^(X,A,x^) -vJI^(y,B,y^).
Para f e g em F^,(X ,A,x ), ho (f+g) = hof + hog esta em 
F^ {Y,B,y ). Portanto h ê um homomorfismo, chamado homomorfismo - 
induzido. '
I
1.5. PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS
Os grupos de homõtopia n^(X,A,x^), o operador bordo 8 e 
os homomorfismos i n d u z i d o s ,determinam as propriedades fundamentais 
que são dadas a seguir í
i
1.5.1. Se f; (X,A,x ) — >• (X,A,x ) ê a aplicação identi- 
dade, então f* é a aplicação identidade era
(X,A,x^)', para todo n.
'  '  I
1.5.2. Sejam as aplicações f: (X,A, ) -> (Y,B,y^) e 
g; (Y,B,y') -> (Z,C,z ). Então (gof)^= PÊ. 
ra todo n.i
1.5.3. Seja a aplicação f: (X,A,x^) -s- (Y,B,y^) e s e ­
ja g: (A,x^) (B,y^) a restrição de f. Então 
9of* = g*0|9í seja, o diagrama abaixo ê comuta 
tivo, pa,ra todo n.
f.
S&jam as . ai^licações inclusão
i: (A, x^) C  ((2í,x^), j: (X,x^) C  (X,A,x^)
( ou seia,
i (x) = j (x) = x) , que induzem as aplicações i^ . e 
para todo n. A seqüência
ã 1* 3... r_(a,x ) -> n (x,x ) n (x,A,x ) -i- n , (a ,x  ) ->• ... n o  n 0 n o n-1 o
... ll2 (X,A,x^) -> líj^íAjX^) n.j^(X,x^), e chamada sequên
cia honotopica de (X,A,x^). Tal seqüência e exata se o núcleo...de
cada aplicação coincide cora a imagem da aplicação precedente.
1.5.4. A seqüência horaotõpica de (X,A,x^) ê exata.
1.5.5. Se f,g: (X,A, x^) XYfB,y^) são aplicadões homo- 
tópicas então;
f*, g*: H^(X,A,x^) -> n^(Y,B,y^) são iguais para 
cada n.
1.5.6. Se X ê um espaço que consiste de um-único ponto
X , então n (X,x ) = 0 para cada n.0 n o
1.6. DEFINIÇÃO
Uma aplicação h: (X,A,x^) (Y,B,y^) induz aplicações '
13:
h^: CX,x^) ~^(Y,y^) e h . 2 ^ (A,x^) -s- { B , y ^ ) .  E s s a s  a p l i c a ç õ e s  i n d u ­
z e m  h í o m o m o r f i s m o s  d e  s e u s  c o r r e s p o n d e n t e s  g r u p o s  d e  h o m o t o p i a :
• i * j *  ^
n ^ ( A , x ^ )  ,IÍ^(X,X^) n ^ ( x , A , x ^ )  n ^ _ ^ ( A , x ^ )  ...
2^*4-  ^ 1^*4- j ■ g ^2* 4- •
. . .  -> n ^ ( B , y ^ )  n ^ ( Y , y ^ )  ->* n ^ ( Y , B , y J  -> n ^ _ ^ ( B , y J  -> .  .  .
A  c o m u t a t i v i d a d e  se v e r i f i c a  e m  c a d a  quadrado d o  d i a g r a m a .  E s s e  '
d i a g r a m a  é c h a m a d o  h o m o m o r f i s m o  d a  s e q u ê n c i a  d e  h o m o t o p i a ______ de
( X /A/X^) s o b r e  a de -(.Y>B, y  ) i n d u z i d a  p o r  h .
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Se k ê homeomorfismo, então h induz um isomorfismo 
da_ sequêncaa rjpe horao_tppia de (X,A,x^) . sobre a de (Y,B,y^) ,....
1.7. DEFINIÇÃO
Uma aplicação h: (X,A,x^) (Y,B,y^) ê chamada uma equi 
valência homot5pica se existe uma aplicação k; (Y,B,y^)->-(X,A,x^) 
tal. que koh e hok são homotõpicas ás aplicações identidade em 
(X,A,x^) e (Y,B,y^), respectivamente.
Se a aplicação identidade de (X,A,x^) é homotópiça â 
aplicação constante de (X,A,x^) em x^ , então todos os grupos de 
homotopia de (X,A,x^> contêm somente o zero.
1.8. PROPOSIÇÃO
Seja a seqüência exata de grupos abelianos e homomor -
fismos
íi fi+1 ^í+2
para i = 0,1,2, ...
Se 0, então ê um isomorfismo, para i= 0,1,2, ...
1.9. PRDPOSIÇÃO
Os grupos de homotopia (s’^) são nulos, para q <n.
O primeiro grupo de homotopia de s” não nulo ê o de or-
1.10. PPOPOSIÇÃO
e
dem n, e seu grupo ê cíclico infinito.
i 1.11. EEFINIÇÃO
Seja H (X,A) o n-grupo de homologia relativo de X mod A
’ Tli TIcom coeficifâ-Kites inteiros {(5)). Em particular, , 8 1  ) é
tM grúpo (CÍciíLico infinito ((10), pãg 58). Seja u^ um gerador de
(d’^, 91^). Dada uma aplicação f: (l’^, (X,A) , então
eatâ em H ^ Í K ^ A ) , S e  f-g, então == g*u^(l-5.5). Portanto e-
m s t e ,  para n > 1 ,  uma aplicação bem definida
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(1) : n^(X,A,x ) H (X,A)V- ---- ----------------n 0 n
tal que, «j) (f] = ® úm homomorfismo, chamado homomorfis
mo natural, ou homomorfismo de H u r e w i c z .
0 homoraiórfismo  ^ comuta com as operações h^ e 9 dos ' 
grupos de homotopiá e homologia. Mais especificamente, a comuta 
tividade áe verifica nos diagramas abaixo.
:n(X,A,x^) h*
h* 4-<í>
t^(X,A) ->•
;n(X,A,xJ 9
8
[^(X,A)
1.12. TEOREMA DE HUBEWICZ
Seja A um subespaço de X conexo por caminhos e sejam X 
e A  simplesmente conexos. Seja n^(X,A,x^) = 0, para 2< i < n. 
Então  ^ : n (X,A,x ) H (X,A) {[8]).n 0 n
1.13. PROPOSIÇÃO
Se A ê conexo por caminhos, E (X,A,x ) independente da 
escolha do ponto base x^ em A. Ou seja, cada curva f: I -?■ A  induz 
um isomorfismo
f*: n„(X,A,x ) = n^(X,A,x )* n 1 n o
onde X = f(0), x = ' f (1). Este isomorfismo satisfaz as proprieda-
0 1
des:
(a) se f, ê uma curva de x a x e f_ ê úma curva de xi 0 1 ^ _ J-
a , então (f^of2 )* =
ib) se f e g são curvas de a e f é homotópiça a 
g, levando seuts, pontos finais fixos, então = g^ ((5) , página
31)_. ___________ . . . . .... ........
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1.14. PROPOSIÇÃO
Se f ê uma curva em A, então f induz isomorfismos dos 
grupos d!e homotopia'dex, de A  e de (X,A) com ponto base x^ sobre 
os mesmos grupos de homotopia com base x^ , onde x^ e x^ estão em 
A  ([?}}.
Isto leva ao diagrama:
i* j* 8 
(A,X^) n^(x,x^) ^ ÍI^(X,A,X^)
-f*+ -----
A  comutatividade se verifica em cada quadrado do diagrama. P o r ­
tanto f* ê um isomorfismo da sequência de homotopia de (X,A,x ) ' « 1
sobre a de .(X,A,x^) , pelo Lema dos Cinco ([10], pág. 88).
Assim, uma curva fechada f com ponto base x , em A  i n ­
duz um automorfismo f* da sequência de homotopia de (X,A,x^). Co 
mo depende somente das classes de homotopia de f e como (a) se ve 
rifica, segue que as operações f* representam n^(A,x^) como um 
grupo de automorfismos da sequência de homotopia de (X, A, x ^ ) . Da m e ^  
ma forraa, IT^(X,x^) ê um grupo de automorfismos de H^(X,x^).
CAPITULO II 
TEORIA DE FIBRADOS
2.1. DEFINIÇÃO
Consideremos dois espaços topolõgicos B e X e um grupo 
topolõgico de transformações G (Ver 0.2).
Um fibrado •g ê uma terna .{B,p,X} onde a aplicação ' 
p: B ->■ X ê uma aplicação contínua, denominada p r o j e ç ã o , juntamente 
com uma coleção de homeomorfismos
(j) .: V. X  Y -> p ^ (V.), para V. C  X, onde { V.} ê uma fam£ D D  3 3 3
lia de conjuntos abertos cobrindo X, indexados pelo conjunto J,que 
satisfaz as seguintes condições:
(1) Para qualquer j em J, p (x,y) = x, para todo x em e y em 
Y,
(2) Se a aplicação . : Y -v p ^ (x) é dada por3 / ^
<í>^ (x,y)J / ^  J
então o homeomorfismo c|) . ^  o(|). : Y-^Y, para cada i,j em J e cada x 
em V^ri V j , coincide com a operação de um elemento g de G,
(3) A aplicação contínua ^  V  ^ G, para cada i, j em J, ê 
unicamente determinada por
(Se existisse gí^^ em G tal que “ ^ji^ todo y em Y, então
g -■ = pois G ê efetivo (0.2).3 X ^
Nas condições da definição 2.1, chamaremos B de um espa 
ço fibrado, ou espaço t o t a l , X de espaço b a s e , Y de fibra , G de 
grupo do fibrado, de vizinhanças coordenadas, de funções co-
ordenadas e g_.j de transformações coordenadas. 0 conjunto Y_, de-^
 ^^  — 1 - ^ finido por Y = p (x), ê chamado fibra sobre o ponto x de X .X r ,
Se X estâ em X então cada fibra Y é homeomorfa a fi -
bra Y.
Segue da definição das transformações coordenadas que
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paira x em V . A  V . n  V, .1 3 K
Fazendo k= j=i, ‘í ü  ^ii ” ^ii ® então
(b) g . . (x) = id , para x em V .XI Cj X
Fazendo i=k, g,^.(x) g.^(>:) = g ^ J x ) »  id„ ^
(C) = gJ7j (>^ ) f para x e m V ^ n
2.2. lEFINIÇÃO
Uma seçãó de um fibrado ê uma aplicação f: X -> B tal que 
p 'f(x) = X para cada x ein X.
EXEMPLO 1: Fibrado produto
Seja B= X X Y o espaço produto, e seja p: B X  a proje 
ção dada por p (x,y) = x. Tomando V j-- X e (J)^  ^ identidade, te 
mos p({). . (x,y) = p(x,y)= x, e as seções de B são os gráficos das 
aplicações de X em Y. As fibras são todas homeomorfas, e o
grupo G do fibrado consite s5 do elemento identidade.
EXEMPLO 2; Fita de Mflbius
Seja o espaço base X ura círculo obtido do segmento de 
reta (0,1), por identificação de seus extremos 0 e 1.
0=1
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Seja a fibra Y um segmento de reta. O espaço total B 
ë obtido do prodluto (0,1) x Y, identificando os extremos com 
laKia torsão, coinforme a figura abaixo.
ÍX
X. 1
A projeção (0,1) x Y-> (0,1) induz a projeção p; B->X. Qualquer 
curva cujos pontos extremos se identificam ê uma seção. Existem 
dois homeomorfismos d e Y  e m Y , e  e g ,  que diferem por uma
aplicação g: Y Y  obtida pela reflexão com relação ao seu ponto 
médio. Mais especificamente.
gx=
.£ , ®X = ^ ° ^ X
Yx
Yx
Assim, G = { e,g} ê um grupo cíclico de ordem 2 gerado por g. 
Sejam ^ 2 abertos que cobrem X.
Aü
a 1/2
Então V 2 ê a união de dois arcos abertos
disjuntos ü e W.
1/2
W
Etefinimos as funções coordenadas
(f)j : V j X Y p~^ (V , para j= 1,2, por
<í)j^ (x,y) = (x,y) e 
(j)2(x,y) = (x,y) , X em 10,1/2) (x,y) , X em ( V 2 , l )  .
se^ndo y obtido pela reflexão de y com relação ao ponto médio do 
segmento Y.
As transformações coordenadas ^ i  ^  ^  j ^ para '
j= 1,2, são definidas por:
e , x em U 
g , X em W, e
^ll"" ^22^ ® ' ^21 % 2 *
EXEMPLO 3. Garrafa de Klein
A construção anterior é modificada trocando a fibra por 
um círculo.
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!e d
b
X
Os extremos do cilindro [0,1] x Y são identificados refletindo no 
diâmetro d e .  O grupo G ê o grupo cíclico de ordem 2 gerado por 
esta reflexão.
EXEMPLO 4. Toro retorcido
0 toro retorcido se constrói da mesma forma que no Ex.3 , 
mudândo a reflexão do diâmetro d e pela reflexão no centro do
círculo, ou seja, a-rotação através de 180°. 0 grupo G ê cíclico 
de ordem.2. Esse fibrado ê homeomorfo ao espaço produto X x y .  
Mais adiante veremos que, embora não seja um fibrado produto, ê 
equivalente ao fibrado produto no grupo total de rotações de Y.
2.3. EBraNIÇÃO
Sejam B’ e dois fibrados tendo a mesma fibra e o mesmo 
grupo. Definimos uma aplicação de B em P* por uma aplicação con­
tínua h: B->B' com as seguintes propriedades:
(1) h leva cada fibra Y de B homeomorficamente na fibra Y , de '. ..  . _. X , .. _ , . ....
B ' , iriiduzindo assim uma aplicação contínua h : X->X' tal que ' 
p*oh “ h op, ou seja, o diagrama abaixo ê comutativo.
h
,  B'
p' I 
X'
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(2) Se X estâ em V .O h ^ (V') e h ; Y ->• Y , ê a aplicação induJ xC X X X
zida por;h, (x'=K (.xj) , então a aplicação
^  * j , x '  = Pk \  * j , x  
de Y em Y coincldie com a operação de um elemento de G.
(3) A aplicação : V . O  h ^ (Vt')-> G assim obtida é contínua.Kj j K
As funções são chamadas transformações de mapeamen
t o .
Segue de (3) de 2.1 e de (2-):<ie-2.3 que
(4) (x) gji(x) = para x em ¥ ^ 0  V ^ O  h (Vj^ ) ,
j U )  = j (x) , para x e n s V ^ n  h~^ (Vj|,nv|).
2.4. PROPOSIÇÃO
Se jam e .'3' dois fibrados tendo a mesma fibra Y e o 
mesmo grupo G, e seja íi: X->X'. Seja g V . O  h~^ (V^J ->• G um
conjunto de aplicações satisfazendo (4). Então existe uma úni­
ca aplicação hí B B ’ que induz h e que tem {g^j^} como suas 
transformações de mapeamento {(9)).
2.5. gROPOSIÇÃO
Sejam B e fibrados tendo a mesma fibra e o mesmo
grupo, e seja h; B -> ]&' uma aplicação tal que a aplicação indu­
zida h : X-^X' é 1-1 e tem inversa contínua h X'-> X. E n ­
tão bv tem uma inversa contínua h”^ : B e h ^  é uma aplicação 
de íf ‘ em B ( Í.9 ] ) .
2.6. lüFINIÇÃO
Dois fibrados B e B ’ que tem os mesmos espaços base, fi
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Jbim. e grujise» são ditos equ,ivalentes se existe uma aplicação de V> 
es® B'que induz a apliieaÇjão identidade do espaço base comum. Es- 
iía' é uma relação d e  equivalência sendo que a simetria segue de
2.5.
Dois fibrraxJos B e B' são ditos estritamente equivalen­
tes se têm os mesmos espaço total, espaço base, projeção, fibra' 
e grupo e suas fua.ções coordenadas / {(j)/} satisfazem as con-
~  3 K
dições que
coincidem com a operação de um eleKiento-de G, e a aplicação
assim obtida ê contínua.
Podemos ver facilmente que fibrados estritamente equiva 
lentes são equivalentes.
2.7. P W P O S I Ç Â Ò
Sejam 3 eB' fibrados que têm os mesmos espaço base, fi­
bra e grupo. Então B e B' são equivaleintes se e somente se exi£ 
tem aplicações continuas
i, .: V . n  V ' G , j e m  J, k em J'K3 J K .
tais que
Íj^i(x) = (x) gj^(x), para x  em H
e = g'^j^(x) para X em Vj O  Vj^ H  V'^.
PFDVA; ’ y ....
1
Suponhamos que B e B ' são fibrados equivalentes e que 
H: B B'é uma aplicação de fibrados. Seja a aplicação j f 
finida ©rffi 2.3, goa:
(x) = \  *^j,x' e m V ^ n  h
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(Corao B e são equivalentes, a aplicação induzida h ê a identi
dade e então x= x'. Logo g . (x) = ({> ’ h <í>. para x em '
V j O  Vj^. Segue de (4) de 2.3., que essas transformações de m a ­
peamento satisfazem
g^ ç-j (x) gj^(x) = para x em V ^ H  ®
j (x) = g^j (x) , para x e r a V ^ H
Suponhamos agora que são-dadas as aplicações g, . : V . H  V,' G,JCj 3 K
j em J, k em J' tais que
5]^i(x) = j (x) 9j^(x) , X em V , n  e
g^ L j (x) = (x) (x) , X em V jPl VjJ, n  .
No caso em que h = id, essas relações implicam as relações (4) 
de 2.3. Então, por 2.4, existe uma única aplicação h: B ->• B',in 
duzindo h que é a identidade. Portanto 3 e Ç ’ são fibrados equi­
valentes.
2.8. PIDPOSIÇÃO
Sejam B e B' dois fibrados, com os mesmos espaço base ,
fibra, grupo é vizinhanças coordenadas. Sejam '
transformações coordenadas. Então {5 e B ' são equivalentes se
e somente se existem aplicações contínuas X.: V.-»- G, j em J,tais3que g V . (x) = X .(x) g .,(x) A .(x), para x em V .M  V ..3^ 3 3 i i  ^ 3
PFOVA
Se B e B ' são equivalentes, então por 2.7, existem I
(1) j gji(x), X e m V : ^ n  e
i2> i i j  (x) = g{]^(x) ij^j (x) , X em V j  P\ n
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Fazendo e m  (1) k = i , temos g. . (x) = g. . (x) g.. (x) , para x em ^ n  1 3  3 ^  .Vj, emtão
(gji (x) ) ^ = g^j (x) , ou seja,
(Íj_j (x) gjj^(x) (g^^(x))"^.
•Fazenda em (2) k=i e 1= j , temos
g. .(x) = gí (x) g. .(x), x em y A  V .. Então Jj- ^ 3
ij j (x) (g^j (x) ) "^ = gJjj,(x) e assim
Íjj(x) g ^ ( x )  (g^^{x))“^ =  g'j^(x).
Definindo ^ segue que . . . ...
(x) g^. (x) X. (x) = gl (x) , para, x em V . A  V .J - JX J. JX I j
Suponhamos agora que as aplicações satisfazem
gl^(x) = Xrl(x) g^^ (x) (x) , para x e m v ^ n v ^ .  
Definimos; ij^j (x) =  ^ x e m V ^ A V j ^ .
Fazendo j=i, g . (x) = X "*^  (x) g . (x) , x em V . H  V , e de (a) deKl JC ]ç3. i ^
2 .1 , temos
Íj^^(x). = (x) ^ em V ^ n  V ^ A V j ^  e
então (1) g, . (x) = g . (x) g .. (x) , para x em V . n  V  . A  V .Kl K 3 3 1  1 3 K '
F a z endo agora k=l na^ função definida acima . ,
; g .(x) = X ^(x) g ..(x), x em V n  V .. Entãoip ID -^ 3
g . (x) (x) = (x) g ^  (x) (x) ,I J J XJ
%j-,(x) V ( x )  = g£j(x) = ^
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Então (2) % j  (^) „= _g';Lk ^'kj ^j ^Ik
Logo, as aplicações gjj.j/ definidas acima satisfazem (1) e (2) e 
por 2.7 segue que B eÇ' são equivalentes.
2 .9. PK)POSIÇÃO
Sejam B e B' fibrados tendo a mesma fibra e mesmo gru­
po, e seja h: B B ' uma aplicação de fibrados. A cada seção 
f ' ; X'-> B' existe em correspondência uma única seção f; X ->• B tal' 
que
hf (x) = f'h(x), para x em X.
A  seção f ê dita ser induzida por h e f .
PK5VA
Seja x' = h(x) . Como f (x) estã era Y e h : Y Y ,X X  X
ê uma aplicação 1-1, segue que f (x) = h ^ f',(x')/ ou seja '
h f(x). = f'h(x). Isto define f, e e única. Para provar que fX
ê contínua, basta mostrar que ê contínua sobre qualquer conjunto 
da forma V . D  ) , pois esses conjuntos são abertos e cobrem
X. ComiD pf (x) = X ê contínua, resta mostrar que p.f(x) e contx-
-1 ^ nua, onde p.: p (V . ) -> Y ê  definida por p.(b) O?), para 'D 2 -  ^ ,x= p(b). A  aplicação g .(x) definida anteriormente e continua e
■ k3
ainda
i^j(x) í P j f ( x ) H  h^(í>.^<D'^^f(x) =
-  V ( X )  = Pk
Portanto p. f(x) =[ g . (x) ] ^p'f'(h(x)) ê contínua.3 ^3 k
■ 27.
2.10. T m ' ï s m  DA EXISTÊNCIA
Se G ë: 'jim. grupo topolôgico de transformações de Y e g^^ 
são as transfoîi’maçôes coordenadas no espaço X, então existe um 
fibHado B com. espaço base X, fibra Y, grupo G e as transforma 
ções coordenct’das g^^ . Quaisquer dois tais fibrados são equivalen 
tes. ,
EFWA
Vamos considerar o conjunto dos índices J para o reco -
brimento {V como um espaço topologico com a topologia discreta.lí!
;.Se;j a ;
T {(x,y,j) e X>íYxj; X e V^}.
Então T ê um espaço topologico e ê a união dos subconjuntos a- 
bertos disjuntos V ^  x Y x j. Definimos uma relação de equivalên 
cia:
(x,y, j) ~ (x' ,y ' , k ) se x  = x' , g^ ^^ (x) . y = y
Utilizando a definição de vaiaos mostrar que essa relação, ê
de equivalência.
Propriedade Reflexiva;
(x,y,j) ~ (x,y,j) pois x=x e g j j ( x ) . y  = y .
Propriedade sirtêtrica:
Seja (x,y,j) ~ (x',y',k)- Então
x=x' e gj^j (x).y = ' Y ' ' ' implica que
y=" gj^j^ (x).y' =gjj^(x),y'.
Poartanto (x'*,y',k) ~ (x,y,j).
Propriedade Transitiva;
Supor: (x,y,j) ~ (x',y', k) e (x',y',k) - (x",y",l). 
Então; x = x '“- jíí-'* e gj^^(x).y=y' e g^j^ (x) .y' = y " .
Maff-gik(x) .gjj^ j ífe), .y = g^j^ (x) .y '  e portanto g^j(x").y= y".
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Logo (fe,y,j) ~ (x",y", 1).
Seja >S> o conjunto das classes de equivalência dessa re­
lação em T. Seja uma aplicação q : T B ,  onde
(x,yv,j) {(x,y,j)}.
U m  conjunto Li em B ê aberto se q ^(U) ê um conjunto aberto de T. 
Então B ê um< espaço topolôgico e q ê contínua.
Seja p: B->X uma aplicação definida por p ( {(x,y,j)})= x . Pe 
la definição da relação de equivalência acima, p ê unicamente de 
finida. Se W ê um conjunto aberto de X, então (pq)~^(W)= '
“ ^I^(P ^(W)) ê a interseção de T com o conjunto aberto WxYxJ, e 
portanto, u m  conjunto, aberto de T. Então, por definição, p”^ (W) 
é ?Jim conjunto aberto de B; assim p é contínua.
Sejja a função coordenada definida por
({) . fx,y) = q(x,y,j), para x em V . e y em Y.3 3
Como q ê coatínua, também o ê,
Temos que pq(x,y,j) = p ({(x,y,j)}) = x e então p(|)j (x,y) = x, as 
sim X Y p ^ ( V j ) .
A aplicação (j)^ ê contínme 1-1, pois se (x,y,j) ~ (x',y',j) 
então x=x' e g. . (x). y = y ‘ e assim y = y ' .
-1Vamos mostrar que é contínua, ou seja, mostrar que
se- W ê aberto em V . x Y então ^ . (W) é aberto em B, i. é, '
—1 .  ^ ^
g
be;rtos e cobrem T, é suficiente provar que q (()^  (W) intercepta
Vj^ X Y X k em um conjunto aberto. Essa interseção estã contida
em (V . n  V > X Y X k que ê era si aberto em T. A  função q res - 3 _trita a (V .HV, ) x Y x k pode ser fato rada em uma composição '3 k
<{>^ «r.
'(j) . (W) è aberto em T. Como os conjuntos, V, x Y x k sao a- 
^ ________________-1 Í _______
( V . n  V  ) X Y X k í V .  X Y B, onde r(x,y,k)3 K 3
= (», . y) .
to..
Ent&t) r ê contínua, e assim r ^ (W) é um conjunto aber -
Seja?, csgora a aplicação <í) • ^ de Y em Y para x em
3 X X ,x
V . n  w. . Se i?' = (j)"^  t segue que (J>.(x,y) - c{) (x,y’),I j  J 1
ou ssja,q (x,y’,,j) q  Çx„y,i), ou í(x,y',j)} = {(x,y,i)}, ou 
~ (x;,y,i) e pca^tanto y' = gj^(x).y. Assim, para cada
y Oimí Y,
.♦"},* V  «y->-“ •
Então as aplicações g^^ são as transformações coordenadas do fi­
brado construído.
Sei em 2.8 escolhemos as aplicações' A como sendo constan 
te-s e iguais a identidade em G, então quaisquer dois fibrados ' 
tendo as mesmas transformações coordená-das são equivalentes. Por 
tanto, o fibrado construído em 2.10., ê único a menos de uma
equivalência.
Pí>deraos reduzir o problema,declassificação de fibrados para 
o de classificação da transformações coordenadas, através do se­
guinte resiultado.
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2.11. PBOPOSIÇÃO
A operação que faz corresponder a cada fibrado com espa 
ço base X, fibra Y e grupo G as suas transformações coordenadas, 
estabelece uma correspondência 1-1 entre as classes de equiva - 
3:.ência de fibrados e as classes de equivalência das transforma - 
ç;ões coordenadas {(9)). *
Nos exemplos 2,3,e 4, o espaço base X é o círculo, o 
grupo G é o grupo cíclico de ordem 2 e as transformações coorde­
nadas g^j são ■
gi2(x)
s , X em U 
g, X em W,
■^íir ^22^ "^' '^21~^12 ' visto. Permitindo o grupo G
atuar em várias fibras, obtemosdo teorema 2.10., fibradd.s corres
p o iiid e n te s .
2,.m. DEFINIÇ!Sq
üia fibrado é (Shamado fibrado produto se existe uma v i z i ­
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nhança, coordenada V=-X e o grupo G consiste s5 do elemento identi­
dade.
2.13.: PROPOSIÇÃO
Se Q  grupo de um fibrado consiste sõ do elemento identi­
dade, então o fibrado ê e q u i v a l e n t e  ao fibrado produto.
PROVA :
Sej.a B ura fibrado com espaço, base X, fibra Y e cujo gru­
po consiste s5 do elemento identidade, e seja B ' o fibrado produ­
t o  definido acima. Sejam h uma aplicação de B em 3* e a aplicação 
gj^j, definidas em 2.3. Considerando h = id, g^^^ satisfaz as rela 
çcies seguintes: - . . ......... .
gjj^(x) = para x em V^Pi V^ H  V^
gij>(x) gj^ j (x) = g^j(x), para x em V^ A  ^
(Isto segue de (4) da definição 2.3).
Se fazemos g, ■= e, de 2.7 segue que 6 e são equivalen
tes.
2.14. DEFINIÇÃO
Seja H um subgrupo fechado do grupo topolõgico G. Se B 
é um fibrado com grupo H então as mesmas vizinhanças coordenadas, 
e as mesmas transformações coordenadas, alteradas somente ao con- 
sJderar seus valores pertencentes a G, definem um novo fibrado, ' 
chamado G - imagem de B .
Se dois H - fibrados são equivalentes^ então suas G-ima- 
gens são equivalentes.
2.15. DEFINIÇÃO
SejaxoR íli e K dois subgrupos fechados de G, e sejam B e B V
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fíbuados tendo Oj mesmo espaço base e os grupos H e K, respectiva 
m.enfc.e. Dizemos, que Ç e I3 ' são equivalentes, (ou G-ecruivalen -- 
tes)', denotcmdp2 por ~ B ' , se as G-imagens de B e B ‘ são equi- 
val'entes.
Se: K é um subgrupo de G contendo s5 o elemento identida 
de, então é equivalente ao fibrado do produto e dizemos que o 
H-fibrado 0 ê G-equivalente ao fibrado produto.
2.16. TEOREMA. DA EQUIVALÊNCIA
Seja B um fibrado com grupo H e transformações coordena 
das ígj^} • Seja H um subgrupo de G. Então B é G-equivalente ' 
ao fibrado produto se e somente se existem aplicações
Ã . : V . G tais que D D  , ,
qj^'(x) - Àj (x) X ^ (x) , para x em V^ A  V^ .
■ PROVA ;
Seja B' o fibrado com as mesmas vizinhanças coordenadas
que B e com grupo que consiste sô do elemento identidade. Então
g'. . = 1. Por 2.8, B e B' são G-equivalentes se e somente se
3 ^  —1existem V. G tais que g'. . (x) = X. (x) g . . (x) X . (x) , para
X em V. A  V ... Portanto, 1= X . (x) g.^(x) X ^ (x) e então segue que D D D ^  ^
çiji(x) = Xj (x) X^^(x), para x em V^ H  v^.
EXEMPLO 5;
Seja B o toro retorcido, definido anteriormente. Seja
H o grupo de B, H = (e,h), o grupo cíclico de ordem 2, Sejam V^
a V^ como definidos no ex. 2. Suponhamos as aplicações '-1X : V. H, j=l,2, tais que 9 3 2^ ^^^ = X^(x) X 2 (x) , para x em
A  V 2 * Como e conexos e H consiste de 2 elementos,
X,, e X» de'ji^ em ser constantes. Fazemos j\ 2
e, X £ V 
h , X e W .
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~1ara . x em S, g ^ 2  (x) = e=A^(x) (x) , e para x em W, ~
=-h= / e. . . ^
Absurdo poiiis e X2 âevein ser constantes. Portanto, esse
fibrado não ê H - equivalente do fibrado produto.
EXEMPLO 6:
Se considerarmos agoreiG o grupo total de rotações do cír 
culo Y, então H = {e, } é um subgrupo de G. Seja
í f  B r  X  e  V
‘ 9 l 2 < ^ > Í R ^ 3 „ ^ , x e W .  _
DefinimoiS X^(W) = Rj_gQo' = e, e extendemos continuamen­
te sobre o resto de para obter um arco em G unindo essas duas 
rotações. Definimos:
Assim temos, X.: V. ^ G> j=l,2 . Então' D D   ^ J ^
e, X e U
R 1 8 QQ, X e W, e portanto
g i 2 (x) = X^(x) (x).
Logo B ê G- equivalente ao fibrado produto. Assim, o toro retorc_i 
do não ê um fibrado produto, mas ê equivalente ao fibrado pr o d u ­
to no grupo total d e  rotações.-
2.17. DEFINIÇÃO
V . ’
' Seja B um grupo topologico e seja G um subgrupo fechado' 
de B . Então G e ura ponto x^ de B/G. Uma seção local de G em B 
ê uma fionção f levando uma vizinhança V  de x^ , continuamente so­
bre B tal que pf(x) = x, para cada x em V.
\ Se B ê um fibrado sobre B/G, tal aplicação f existe.
2.18. TEOREMA DE ESTRUTURA DE FIBRADO
S'S o subgrupo fechado G de B admite uma seção local f , 
se H ê usn ísufcffl&rupo fechado de G, e p: B/H B / G  ê a aplicação in
duzida pela inclusão d'as classes laterais, então podemos atribuir 
uma estrutura de fibrado B/H relativo a p. A  fibra do fibrado ê 
G/H e a  grupo f jJírad® é G/H agindo em G/H como translações ã 
esquardà (0.6) , on^Be H" ê o maior subgrupo de H^ invariante- - em
G. Qualquer du?cás seções levam a fibrados estritamente- equivalen-- 
tes. Finalmente, as translações ã esquerda de B/H por elementos 
de B são mapeaffiientos de fibrados de seu fibrado em si mesmo (Í9j).
2.1»*. COROLA r IO
Fazendo H = e, temos:
Se ^ tem uma seção local em B^ então B ê um fibrado. so­
bre B/G relativo a projeção p que associa a cada b a classe b.G.
A fibra de fiS>rado é G e o grupo ê G atuando n a fibra por trans- 
laçSes ã esquerda.
0 teorema da estrutura de fibrado, 2.18, se aplica a 
qualquer subg-rupo fechado G de B. Os exemplos de grupos topolõgi- 
cos que vamos considerar são grupos de Lie.
EXEMPLO 7 ;
Sejam 0^ o grupo ortogonal real..de transformações no n 
espaço euclideano 0^ é um grupó transitivo (0.7) na (n-1)
esfera unitária S^ Se está em S^ o subgrupo deixando x^
fi.xo é Podemos fazer a identificação
S^~^ - O /O , (0.9)._ n n 1  ^ n —1
Ent:ao, utilisando. 2.19, temos que O^ e fibrado sobre S com
fibra e grupo
e x e ;m p l o  8 :
Ic nüm k, - referencial v em IR e um conjunto ordenado de k
vet©res linearmente independentes. Seja V  , o conjunto de to-n n,K
dos os k referenciais em R  , seja L^- o grupo linear completo, e
seja. L , o subgrupo de L que deixa fixo cada vetor de um refe- n , k k _ ^rersclal v . Então podemos identificar V' , - L /L , (0.9), on-
de a  espaço q^aociente é uma variedade (0.3) com uma estrutura ana 
lltjjca.
Chamamos V  de variedade de Stiefel dos k - referen-n f ic ~ . . - - -
eiaiis; no n - espaço. Seja V , o subespaço de V  dos k - refe -
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renciais ©xtogonais. 0 grupo ortogonal opera transitivamente
em V , <10.7). Se õ , é o subgrupo de O deixando fixo um k-n fSv 12'"'iv n
referncial ortogona;! v^ dado, então podemos identificar
’^n,k ^n'^ ®n-k • O V ,n n,k
O /O , n n-k
^ pode ser interpretado como o espaço dos (k-l)-refeXI f jv ^ « ■
r e n d a i s  ortogonais tangentes em , pois podemos transladar '
kqualquer vetor v ao longo de seu primeiro vetor para seu ponto 
finaS em e obtemos um (k~l) - referencial de vetores tangen
tes a um ponto de ^
Seja um n - referencial fixo em R^, e seja v^ os k 
° n „ . „  , °. nprimeiros vetores de v^. Seja o subgrupo de 0^ que deixa v^
fixo. Então O 1 Z) 0 , , n-k n-k-1
des de Stiefel e projeções
H Assim obtemos uma cadeia de varieda-
0 = V -»-V ___ ->V ->-V = s”“ .^n n,n n,n--.i n,z n,i
Cada projeção, ou qualquer composição delas, é uma aplicação de 
fibrados. P o r  2.18, a fibra de n-k' seja, de
k —10^/ Ojj/ ê o espaço quociente O^/  0 ] ^ _ 2 ~ ^ e o gru -
po d o > fibrado ê Oj^  (0.10), . . .
Um fibrado em que a fibra é uma k - esfera e o grupo ê
o grupo ortogonal é chamado fibrado k - esférico.
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2.20. DEFINIÇÃO
U m fibraiJo ÍÇ = {B,p,X} com fibra -Y e grupo G ê chama 
do fibrado principcal' se Y = G e  G age em si proprio por ^ a n s l a  
ções à esquerda C0.6).
Todo filòrado tem associado a ele um fibrado principal ' 
no qual s5 muda a fibra Y, que pasaa a ser o grupo G. A vanta - 
gem de passar a a  fibrado principal ê que, em geral, sua estrutu­
ra é; mais simples que a do fibrado original.
2.21. DEFINIÇÃO
Seja B = {B,p,X} um fibrado com f i b r a Y  e o grupo G. O 
fibrado principal associado 6 de '3 é o fibrado dado pela constru 
ção do teorema 2.10 usando o mesmo espaço base X, as mesmas vi- 
zinhaças V ^ , as mesmas aplicações g^^ e o mesmo grupo G que ^ 
mas trocando ^ por G e permitindo G operar em si mesmo por trans 
lações ã esquerda.
2.22. TEOREMA DA EQUIVALÊNCIA
Dois fibrados tendo os mesmos espaço base, fibra e gru~ 
po são equivalentes se e somente se seus fibrados principais as- 
socfados são equivalentes.
P R O V A ;
Como um fibrado e seu fibrado principal associado tem 
as raesmas transformações coordenadas, esse resultado segue imedi 
ataraente de 2.7.
2.23. T E O R E m  DA SEÇÃO DE U M  FIBRADO
U m  fibrado principal com grupo G ê equivalente em G ao 
fibrccvâo produto se e somente se admite uma seção f.
P R O V A ;
Seja uffl Êübrado equivalente ao fibrado produto. Por
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2.16,, existem aplicações -i- G tais que
g • (x) - X . (x)-= A . (x) , para x em V. O  V.. J-*- J 1 3
Definimos f^(x) = (J)^ (x, A^(x)}, para x em . Então (x) ê 
contínua. E
f.(x) = <,.(x,X.(x)) = . X.(x) = 4,,^^ g..(x) . X.(x) =
= „• (x) = ^ . (x, A (x) ) = f . (x) , X  em V. n  V . . EnJ J 3 _ 1 3 ~tao, para x em f(x) = define uma seçao contínua.
2.24. COROLÃRIO
Um fibrado com grupo G é equivalente em G a um fibrado' 
produto se e somente se o fibrado principal associado admite uma 
seção f.
Isto segue imediatamente de 2.22 e 2.■23.
EXEMPLO 9 ; •
Sejam a fita de Möbius, a garrafa de Klein e o toro re - 
torcido, fibrados sobre o círculo que tem os mesmos grupos e
transformações coordenadaa# conforme ja visto nos exemplos 2,3 e 4. 
Portanto têm o mesmo fibrado principal Temos que ß ê um círcu
lo e p: B X ê um recobrimento duplo, B não admite seção.
EXEMPLO 1 0 ;
Seja o espaço real 1 - dimensional dos quaternions '
q = + Í X 2 + jx^ + I x ^ . A multiplicação usual satisfaz a cond^ 
ção de norma
2 2q.q'! = Iq 1 * Iq'! , onde [q! = s-x^ . - -
3A 3 - esfera unitária S , ( q = 1), e um subgrupo. Se q esta 
em S^, a transformação do 4 - espaço, dada por q' q.q' , pre s e r ­
va a norma. Assim para cada q em S^, associamos uma transforma - 
ção. ortogonal f (q) em 0^, f : S ^ 0^ .
Seja e em S^, o quarterfion unitário e definimos p: 0^ -^0 4/0 3 = S^ 
por pCoÍj = 0  (e) , €om.o foi visto no ex. 7, a fibra e o grupo d e ^  
se fibjrado é 0^ e jjrorriíanto ê um fibrado principal. Obviamente , 
p r  (qi? = q, portisatónE é uma seção. Logo, pelo teorema da se­
ção (Sa um fibrad®;-, 2.23, O. ' "é úm fibrado produto sobre
3.7
2.2S. DEFINIÇÃO
Seja Ç =  { B,p,X,Y,G} um fibrado e f =  {B,p,X,G,G} ..seu 
fibrado principal associado. Seja o fibrado produto
f X Y = {B X Y, q,B,Y,G}, q (B,y) = B, tratado como um 
fibrado com grupo G. Definimos a aplicação principal
p: f> X Y -í- 6 por P CB,y) = <{)^(x,p^(B) y),
x= p( 6 ) em que define portanto um conjunto de f-unçoes {P^^}.
P ara x em H  V^ ,
P. (S,y) = (f, (x,p (B) .y = <j> Cp. (B) . y) =X X X  X ^ X
 ^ P i ®  ■ =
= ^jCx,Pj(B). y) -= P j C 6 ,y).
Assüm P^ = P / e m  p ^ C:V^  A  V^) x  Y e P ê única. Por definição, 
cada P^ é contínua, portanto P tambem o ê.
"T/emas que:
pP Ci,y) = (})^  (x,p^ (B) . y) = X = p(6) = p q (B,y),  
e portanto o diagrama
p
B X Y -í- B
i qi + p
p - 
6  X ê comutativo.
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Isto sigrí.lfica que P leva fibras em fibras e induz a 
aplüaação p dos; ©spaços base.
2.26., PROPOSIÇÃO
Se S  ê um fibrado principal associado de então a 
aplicação P : 0 x Y -> B ê uma aplicação de fibrados e P 
induz a projeção p : B X dos espaços base. ' '
PRCIVA
Seja ^ X Y um fibrado com vizinhanças coordenadas ' 
= B e fumções coordenadas = Identidade.
Se X =; p(B) em , temos da definição de que
itj(B) . y = <(,-1^  Pj <i.!^£(y) =
“ ♦ítx Pi (b ) - y  ) = • y ) =
= Pi (S). y .
Mas Pj^  (B) estâ em G e é contínua em S. Portanto
g, . : p ^ (V.) ^ G ê uma aplicação contínua e P e umá' aplica -
çãp de íibrados.
2.27. DEFINIÇÃO
Uma aplicação Ç : Y Y ê chamada aplicação admissível
se p^ 0 ç: Y ->■ Y, (x em V^) estâ em G.
Se X estâ era V.Pv V., então 1 3
Pj 4 =  5 = 9 ji(x) ç = g^^ estâ também '
em S. Assim,, a admissibilidade independe da vizinhança coordena 
da,.
O estrago B do fibrado principal pode ser interpretado ' 
comi3 o conjurât® de todas as aplicações admissíveis da fibra Y
no e:®paço fibrado B,
Para qjaalquer B em B, onde x ^ p (B) , definimos B: Y Y  
por 6 (y) = p (B„y).
Então, p B (y«) - -p.P- (B,y) = p 4 -(x,p (6) .y) = -- --X 3. JL J-.
= Pi ♦i.x - = ' ..... . ^
= y) = y,
que estã em G. Assim B é uma aplicação admissível. Se x = p ( B ) , 
então B= p ^ (x), . Seja G = p ^ (x) . Como p. aplica G homeomor-X I X
ficamente em G, segue que elementos distintcfede G dão aplicações
admissíveis distintas de Y em Y . - . 'x
Seja Ç: Y Y uma aplicação admissível.
Seja B = <í>. (x,p Ç) , se x está em V.. Então B estâ em G eX 1 1 X
B(y) = p(B,y) = (}. (x,p (B) . y) (x,p B(y) =«i- JL X X
=  <})^ {x, (}>^(.x,p^Ç ) y) = <í.^(x,p^Ç (y) =  Ç (y) . 
Assim G ê o conjunto de todas as aplicações admissíveis de Y 
em Y .
X
' 2.28. DEFINIÇÃO
Sejam -g e Ç ’ fibrados, tendo a mesma fibra e grupo e 
seja h uma aplicação de -g em Ç' . As transformações de mapeamen 
to { h são como definidas em 2.3. Seja -g e p ' os fibrados 
principais associados. Segue de 2.4 que existe uma única aplica­
ção
E: ^  f ' tendo as transformações de mapeamento '
íg^^j} . Esta aplicação R é chamada aplicação associada dos fibra 
dos principais.
2.29. PROPOSIÇÃO “
' , Se h ê uma aplicação de 13 em 13' e fí é a aplicação asso­
ciada de 'g em "g' , então
P-'(R(B) , y) = h P (B,y) , B em B e y em Y, onde P e P'
3'9
40
são as aplicações principais.
O conteúdb intuitivo dessa proposição e baseado na inter 
pretaçãcr de B ,como .uma aplicação .admissível de Y em Y . Então 
h B, ande h : Y Y , , ê uma aplicação de_Y em Y , e é portan-
X  X X X X
to um elemento K í;5) em G , . Essa função definida de 'B em 'B' ê a
X
aplicação associada e ê uma aplicação de fibrados.
2.30. HROPOSIÇÃO
. Se B é um grupo topolÔgico, G ura subgrupo fechado que 
tem uTOci seção Iscal, e H um subgrupo fechado de G, então o fibra­
do B/H ->-B/G tem como seu fibrado principal, o fibrado B/H^ -> B/G, 
onde H^ ê o maior subgrupo de H invariante em G.
PROVA
Por 2.18, o segundo fibrado tem fibra e grupo G/H , p o r ­
tanto ê principal.
Vamos aplicar esse resultado a espaços quociente de gru­
pos ortogonaisí mais especificamente,ãs variedades de Stiefel :
Se j >k, o fibrado V tem O -> V , como seu' n , 3  n,k n n,k
fibrado principal (ver 0.10).
2.31. DEFINIÇÃO
Dois fibrados que tem o mesmo espaço base X e o mesmo 
grupo G são associados se seus fibrados principais associados são 
equivalentes.
U m  fibrado e seu fibrado principal associado são equiva­
lentes.
Se dois fibrados são equivalentes, são também associados 
(segue de 2.22) .
Se dois fibrados associados tem a mesma fibra, e a mesma 
ação' do grupo na fibra, então são equivalentes.
A relaçScD de ser associado ê reflexiva, simétrica e tran
sitiva..
Se B ={B^p,X,Y,G} e G ê também um grupo topolôgico de
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transformações de urn espaço Y' então 2.10 fornece um novo fibra 
do - {B',p',X,.Y' ,,G} tendo as mesmas transformações coordenadas 
que 3. Portant© e_têm o mesmo fibrado principal. Isto e s ­
tabelece a existência de ura fibrado tendo qualquer fibra (em que 
G o p e r a ) .
Existe ura grande número de fibrados associados com um fi 
brado 3 dado. Precisa-se somente escolher um espaço Y' e um iso 
morüismo contínuo de G em ura grupo de homeomorfismos de Y '.
Utilizando fibras Y' da forma G/H., onde H ê um subgrupo 
de G, e onde G opera efetivamente em G/H, obtemos um fibrado asso
ciado. As variedades de Stiefel V  , sao todas fibrados sobre '
n-1 ^ n-1S e tem o fiibrado principal comum O sobre S ' .n
2.32. DEFINIÇÃO
Seja. B = { B,p,X,Y,G} e seja A um subespaço fechado de X, 
e H um subgrupo fechado de G. Se para todo i,j era J e x era '
V. íTl V. n  A, a transformação coordenada g.. (x) é ura eleraento de
1 3 ^ j iH, entao a porção do fibrado sobre A pode ser vista corao um fibra 
do- cora grupo- H. Deve-se restringir as vizinhanças e funções coor 
denadas ao conjunto A. Neste caso dizeraos que B ê um (G,H) - fibra 
dô relativo sobre o espaço base (X,A).
As noções de equivalência estrita, de mapeamento e de e- 
quivalência são definidas para fibrados relativos, da mesma forma 
que para fibrados absolutos, com a excessão que reduzindo para A,
o grupo se re;stringe para H .
2.33. DEFINIÇÃO.
Seja B um (G,H) - fibrado sobre (X,A), e seja Ç ' o fibra 
dO' associado sobre X tendo fibra G/E e grupo G agindo como trans- 
laçies à esquerda. 0 grupo de B ' ê G/H^ onde H^ ê o maior subgru 
po3 dte H invariante era G. Seja e a classe lateral H tratada corao 
umi elemento d.e G/H. Definimos uma seção sobre A do fibrado B ' 
porr f^ (x) = (x,e^) , x em V . H A .  Se x estâ em A , en
tio “ '•'i,x j =
= !Í)^(x,e^) p pffiis g^j (x) estâ em H. Assim f^ define uma única
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funçâœ contínua sabre A, e ê chamada seção canônica do (G,H)-fi- 
brada.,
2.34. DEFINIÇÃO
Séja B' um fibrado com espaço base X', fibra Y e grupo'
G, e seja nr. X ->X' uma aplicação continua. Definimos o fibrado ' 
Iriduzido r] ' com espaço base X, fibra Y e grupo G como segue.
As vizinhanças coordenadas são as imagens inversas das de
ou seja, = n ; as transformações coordenadas são dadas
por
g^^. (x) = gj^(n(x)), para x em. .
A aplicação induzida h: n ' ê definida por
hCb) - ({)l ( n. p(b) , p . (b)), para p(b) em V..•J -J J
Existe uma outra definição de fibrado induzido, que d a ­
mos a seguir: Sejam B '/ X, n como acima. Sejam as projeções n a ­
turais do espaço produto X x B ' , p :  X x B '  - > X e h :  X x B '  ->B'. 
Seja B = ÎCx,b') e X x B* ; n (x) = p' (b')} , ou seja, o diagra 
Dia
B ^ B'
p 4- 4-p'
X 5 X' ë comutativo.
Definimos (V^) e colocamos ^^ (x,y) = (x, 4>j ( n (x) , y)).
Então p (j)j Cx,y) = p(x, c() Í ( n (x) , y)3 = x .
C®locamos Pj(x,b') = p^ (b') quando n (x) = p'(b') esta em V ^ . En 
tão
(x,y) = p . (x, (f)'. ( (x) ,y) ) = p^ (f) I ( n (x) , y ) = y, s J J J J J Je d) . aplica V . x Y homeomorficamente em p (V . ) n  B . Ainda temos
• 3 ^ 3 3
= Pj (x, <|)|( n (x) ,y) ) = Pj <|)!^( n (x) , y ) =
A-j,iii,t>x^ ) ^i,n (x)
4.3
Portanto-, mostraisos q^ue definida aciraa, f o r n e c e . uma estrutura 
de fibrado e q u e  as transformaçoes coordenadas desse fibrado coin 
cidem c.om as do. ÊiiMrado induzido, definido anteriormente.
2.35. TEOREMA DA EQUIVALÊNCIA
• Sejam '0 e ig' dois fibrados tendo as mesmas fibras e gru
po. Seja h: -g; ^ g' uma aplicação de fibrados e seja n: X-^-X' a 
aplicação indiazida dos espaços base. Então o fibrado induzido '
Ç = n- ■g' é equivalente a g e  existe uma equivalência "g ^ ' 
tal que h é a coiposição'de e a aplicação íí: B P'.
PRDVA:
niiaos
Usando a segunda definição do fibrado induzido Br defi-
h ; B'-> X X B' por h (b) = (p (b) , h (b)) .
0 o
Segue que (B h^) [h] =  h(b).
h . fi 
B -í’ X X B' B ’
Resta provar que dâ iima aplicaçao de fibrados de Ç em $. Da de 
finição de a:plicação de fibrados t) temos que;
np(b) = p' h(b). Ainda,
p Cb) =  p(p(b) , h(b)} -= p(b), assim h aplica a fi­
bra sobre x em B na fibra sobre x  eig ’B. As funções g^^ para 
sã©;
(x) . y = p h^<{>j(x,y} = p^ Cpcj)j (x,y) , h.})j(x,y)) •=
= p^(x,h 4.jCx,y)) =  pj^  h  ^(x,y)) .
Logo, as funções g^^ para são as mesmas que para h. Portanto, 
e uma aplicação de fibrados.
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2-,.3£'. Damos a seguir algumas propriedades importantes de 
f ibrados irrduzidos.
1. Se e são fibrados equivalentes sobre X' , e ' 
ri : X ^  X" , então os fibrados induzidos são equivalentes.
2. Se e ^ 2  são fibrados associados sobre X ' , e ' 
n : X X ' , então os fibrados induzidos são associados.
3. Se B' ê um fibrado principal então qualquer fibrado ' 
induzido n ^ B ' também ê principal.
4. Se B é um fibrado sobre X  e n: X->X ê a  aplicação' 
identidade, então a aplicação induzida de cl's em B ê uma equiva - 
lência.
5. Se B'é um fibrado sobre X* e n : X-> X' é uma constante 
do produto.
i. é, ní(X) é um ponto de X ’, então n ^ B ' ê equivalente 'ao fibra
■ 6. Se n : X X’, X' ^  X " , e B" é um fibrado sobre X",
Cn'o’n) B" ê équivalente a ( ï" ,
2.37. TEOREMA DA EXISTÊNCIA
Seja X ura espaço normal com a propriedade que cada cober 
tura de X por conjuntos abertos ê redutível a uma cxibertura contã- 
vel (1- é, X é compacto, ou tem uma base contâvel, ou ê uma união 
contâve.1 de subconjuntos compactos). Seja B ura fibrado sobre X 
com uma fihra que é sólida (0.11).
Seja f cima seção de.B definida em ura subconjunto fechado A de X. 
Então f pode ser extendida a uraa seção sobre todo X. (Tomando ' 
A = 0 , segue que B tem uma s e ç ã o ) .
P R O V A ;
Sfeja uma vizinhança de x  tal que C  de B, sendo
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Vj viííiinhançafí coorderracJas. Escolhemos uma cobertura enumerâ- 
vel ü-,,, de X. Sej)a A =A e definimos A indutivamente porX. <6 O n
A  = ü’ U  A ,. Colocamos f = f. Suponhamos que existem f. n n n-1 o ^ i
definddas em A^ tais que ^i-1' i ^ • Escolhemos uma
Vj qae contém Ü^. Se^a C^ ~ ^ r P  ^n-l* Definimos h; C^-> Y por
h(x)= Pj f^_^(x) . Como ê fechado em X, ê um espaço normal
e C ^  ê um subconjunto fechado de Ü^. Como Y ê solido, h se ex -
tende a uma aplicação h' : Ü •> Y. Colocamos h" (x) = <{) . (x, h'(x)),
para x em Ü . Então h" ê contínua,, p h" (x) = x e . 'n »
h" I = ^rí-1  ^ ^n* definimos - f^_^(x) , para x em
A^_^ e fj^ (x)^  = h"(x)|, para x em A^ - "^n-l' segue que f^ ê uma se
ção contínua: sobre A  extendendo f • • Construimos assim uma ^  ^ n- n~l
sequência onde, para cada n, ê uma seção de e fn n
extende Agora definimos f  por f  (x.) = f^(x) para x em
Aj^ “ Como X é a união dos interiores de A^, segue que f
ê em toda p^trte contínua. Então f  ê a seção pedida.
2.38. COROLÁRIO
Seja X o espaço definido em 2.37, e seja G um grupo ' 
que ê solido. Então qualquer fibrado sobre X com grupo G ê e- 
qüivalente ao fibrado produto.
P R O V A ;
Segue de 2,37 que o fibrado principal associado tem uma 
seção. Portanto, de 2.23, segue o resultado.
2.39. PROPOSIÇÃO
= ......  Se”ja X um espaço como em 2.37, e seja A um conjunto fe-
chsmísf. em X. Seja G ura grupo de Lie e H um subgrupo tal que G/H 
ê síSi\ido. Então qualquer (G,H) - fibrado sobre (X,A)é (G,H) 
equii/alente a  um (H,H), - fibrado ((9)).
Em especial, um caso importante ê o que apresentamos a
segmïivt.
2.4Q). 'COROLÃRIO
Sâí X, G e H são como na proposição anterior, então qua].- 
quer filbrado sobre X com grupo G ê equivalente era G a um fibrado 
cora grupo H . . .
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2.41. PROPOSIÇÃO
Seja X um Ca-espaço (0.15), seja G um grupo de Lie e se­
ja H um grupo fechado tal que G/H ê sólido. Então quaisquer dois 
H - fibrados sobre X  que são G - equivalentes são também H - equi 
valentes.
PROVA:
Sejam dois H - fibrados sobre X que são G - equi­
valentes. Podemos supor que eles tem as mesmas vizinhanças coor­
denadas {Vj}. Representamos suas ti-ansformações coordenadas por 
ph^j e j , respectivamente. Sejam q V^ ~ ^ [0,1] e ^V^ x[0,ll, 
conjuntos abertos que cobrem X x I. Como são G - equiva­
lentes, por 2.8, existem aplicações A^ : V^-> G tais que '
nh-j = ,h . .X. . Definimos:0“ji 3 1 jr X
Qgji (x,t) = Qh^^(x), (x,t) em qV^ O  gV^,
^g^^(x,t) = l^i*^ l^j'
Ol^jl =
= (x) (x,t) ei«oV.
Em particular*
^jg..(x,t) = (X) j_h.j(x) = (X).
Essas fúnüçõss satisfazem a lei da transitividade para transforma­
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ções coordenadas. Por 2.10, existe um fibrado sobre X x I com es 
sas transformações cojordenadas. A porção sobre X x 0 (e X x 1 ) 
ê essearclíalmente o mesmo fibrado sobre (e p ) . Temos, por t a n ­
to, ura (/G,H) - fibitado relativo sobre o par ( X x l ,  X x O U X x ] )
e por 2%39, este fibrado ê ((^) - equivalente a um (H,H) - fibra­
do. 0 H - fibrado resultante sobre X x I ê H - equivalente a um 
fibrado da forma B x I (esse resultado sera dado por 3.5).. Então
3 e B são H - equivalentes a Ç.
Combinando os dois últimos resultados temos;
2.42. COROLÁRIO .........
Se X, € e H são como em 2.41, então as classes de equiva 
lência dos fibrados sobre X com grupo G estão em uma correspondên 
cia na.tural 1-1 com as classes de equivalência dos fibrados sobre 
X coEí grupo H . -
Esse resultado tem importantes consequências na simplify 
cação de um fibrado e na redução do problema de classificação.
CAPÍTULO III
HOMOTOPIÁ i m  FIBRADOS E 0 TEOREim DA CLASSIFICAÇÃO
3.1. DEFINIÇÃO
Seja B = {B,p, X,Y, G,Vj , (|)j} um fibrado. 0 fibrado B x I ,
I = [0,1], ê definido por B x I = ÍB x I , q, X x I , Y , G, V . x I;|; . } , 
onde q(b,t) == (p(b),t)) e \j;^(x,t,y)= {(|)j (x,y) ,t) . Então as
transformações coordenadas de x I satisfazem g (x, t) g . . (x) .
Se II'; X X I ->• X e a projeção Ií(x,t) = x então uma defini­
ção equivalente de B x I ê que ê o fibrado induzido H ^ B , onde
g.. Cx,t) = g:;. (n (x,t)) = g .. (x).J J J
A  projeção Ü: B x I B^ dada por S (b,t) = b ê uma a- 
plisação de fibrados II:B x I B- Ã  aplicação B B x I, p a ­
ra qualquer t em I , dada por P.j^ íb) = (b,t) ê também um.a aplicação 
de fibrados p^:B B I ..
3.2. DEFINIÇÃO
Seham B , B' dois fibrados tendo a mesma fibra e grupo , 
e sejam h q e duas aplicações . de fibrados de B em B'. As apli 
cações hg e são homotópicas (coiao aplicações de fibrados) , de 
notando-se por hQ - h^, se existe uma aplicação de fibrados '
h: 0 x  I B'.' tal que h(b,0)=h^(b) e h{b,l) = h^  ^(b) . A aplica -
ção h ê chamada uma h o m o t o p i á . A  aplicação induzida h: X x I ->■ X' 
ê uma homotopda unindo as aplicações induzidas K q e h^^ .
A  relação hp - h^ é reflexiva, simétrica e transitiva; assim as 
aplicações de fibrados de B em B ’ dividem-se em classes de homo 
t o p d a .
3.3. DEFINIÇÃO
Uma ííX2Hiotopia h ê estacionária com a aplicação induzida' 
h se,; para carite. b em B e cada t - intervalo [t^,t2 ) tais que
h (pCb/', t) = CffiK’Sliante, para t ^ ^ t ^ t ^ f  então h(b,t) = constante
para < t  ^ t^ ,/! ou seja se a imagera de p(b) nao se move duran­
te; parte da homojtopia, então o mesmo acontece com a imagem de b.
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3.4L.- 19 TEOF^MA DA HOMOTOPIA DE 'RECOBRIMENTO
Sejam Ç, g' dois fibrados com a mesma fibra e grupo e 
seja X um Ca - espaço (0.15) . Seja h^: p Ç ' uma aplicação de 
fibrados e seja h: X x I X ’ uma homotopia da aplicação induzi­
da h^: X X' . Então existe uma homotopia h: Ç x I Ç de h^ cu 
ja homotopia induzida é h, e h ê estacionária com h. Diz-se que 
a homotopia h cobre h.
3.5 . PROPOSIÇÃO
Se X é um espaço Ca, então qualquer fibrado Ç' sobre o 
espaço base X x i  é equivalente a um fibrado da forma Ç x I.
P R O V A ;
Definimos h^ (x) = (x,0), e fazemos -0= e seja '
hp ! 13 Ç' a aplicação induzida, A função h(x,t) = (x,t) ê
uma homotopia de h^ pois h (x^O) = h ^ ( x ) . P o r  3.4., existe uma 
aplicação de fibrados h: Ç x I Ç . Como h é. a aplicação ident^ 
dade de X x I, segue de 2.6, que-g x I è Ç ' são equivalentes.
3.6. PROPOSIÇÃO
Sejam B' um fibrado sobre X ’, e X um espaço Ca, e s e ­
jam H q , aplicações homotôpicas de X em X ' . Então os fibrados 
induzidos^ hj^^ B e h'£"^  são equivalentes.
P R O V A ;
«  —  *Como Üq - hj^ , existe uma homotopia h: X  x I ->• X tal que 
ã(x,t) = h^(x), para t = 0,1. Seja a aplicação vt^(x)= (x,t) . En
(hoij^) (x) = h(x,t) = h^(x), para t = 0,1. Temos portanto um 
fítibrado h. sobre X x I, e de 3.5, segue que
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if ^ -ß' e íi X  I são equivalentes. Mas ç ' = (hop ) ^ ■ß' =
T--
_  — 1 __ = (y^ ob ") Ç' ~ (ß X I ) , para t = 0,1, Como foi visto
em 3.1, a aplicação = (b,t) ê uma aplicação de fibrados de
13 em Çxl, para cada t. Segue então, de 2.35, que 6 ~ (13 x I)
para cada t. Portanto 8 - (B x I ) = e g . „-1 (b k I)=
B'. Logo B'.
3.7. COROLÁRIO
Se X ê um espaço Ca e é contrativel a um ponto, então 
qualquer fibrado sobre X ê equivalente a um fibrado produto.
P ROVA;
Como a aplicação identidade de X induz um fibrado equi­
valente a um fibrado dado, e a aplicação constante induz um fibra 
do produto, então o resultado segue de 3.6.
Portanto, espaços contrativeis X admitem somente fibra­
dos triviais, e assim, fibrados sobre n - células (0,16) abertas 
ou fechadas são de pouco interesse. Os espaços base mais simples 
que fornecem fibrados não triviais são as esferas de várias dimen 
soes.
3.8.~~ 29 TEOREMA DA HOMOTOPIA DE REC0BRIM5NT0
Seja -g' um fibrado sobre X', Seja X um espaço Co, seja 
fot X B' uma aplicação e seja f©: X x I X* uma homotopia de 
p'ofg = I q . Então existe uma homotopia f: X x. I B* de f^  ,:c'o-, 
brindo f (i - ê, p'o f) e f ê estacionária com f.
P ROVA;
Seja fo = p b  f, onde fQ: X -> B' e p' ; B' X ' , assim
f X X' . 0
51
Se ja '6 = ^ 'B\, e seja : 13 -> 6 ’ uma aplicação induzida. Se 
ja. hi : B X I -»• B'' urna homotopia de recobrimento (3.4) de h^ que é 
esjtacionãria com f. Utilizando a segunda definição de fibrado in 
duzido, definimos a seção de '3 por ({> (x) = (x, f (x) ) . Então
h a 4) = f .« . 0 ,
(J) h
X  X  X B ’ ^  B'
Definimos f(x,t) = h (.<}) (x) , t) . Então temos f^ : X -> B ' e. uma homotcpia 
f: X x I B' de Í q . Portanto, por 3.4, a aplicação f: X x I B' 
definida acima ê a homotopia de f^ que cobre f e ê estacionária ' 
c©m f.
y'/y'
B*
y ■f p
f->■ X^X x l
3.9. DEFINIÇÃO
Consideremos agora curvas fechadas em x^, ou seja, com 
ponto base x ^ . Conforme visto em 1.1, suas classes de homotopia' 
formara os elementos do grupo fundamental II^(X,x^) com a multipli­
cação fj^.f2 jâ definida.
Seja uma aplicação admissível §: Y Y^. Corao qualquer
a èm (X,x  ) ê uma aplicação admissível de Y era Y , então '1 o ir r O o
€ Ç ê uma aplicação admissível de Y em Y , isto ê , ê um elemento
(fe G que representamos por x(ct)- Esta aplicação G
um homomorf ismo, pois
xCa 3 )= = ÇÇ“ ^,BÇ = X M . X  (3 ). ‘
■podemos verificar ainda que x ê exatamente determinada a menos de 
su?as classes de equivalência de automorfismos internos de G. Seja 
ç; r, . Y"^ Y q  outra aplicação admissível. Então
ç = (ç"^.ç) r ^ a  = g"^x(a) g, onde 4 = 'í ç.
Píoatanto uma es.©alha diferente de £; altera x automorfisrao
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interno de Reciprocamente, se g e  ^ são dados, definimos i; co 
mo a composição de g; Y Y seguida por € ,ou seja, c~- ^og. Então,
-1 -1 -1 -1X (a) -.( Çog) ■ a (Çog) = g ç aÇg = g x («)g-
A  classe de equivalência de x s o b automorfismos internos, 
é chamada classe característica.
3.10. DEFINIÇÃO
Seja X ura espaço conexo por caminhos e localmente conexo 
por caminhos. Uma aplicação p; B-^ X ê chamada um. .recobrimento se:
(i) p(B) = X, e
(ii) para cada x em X, existe uma vizinhança V de x, conexa por 
camiahos, tal que cada componente de p “^ (V) ë um aberto em B e 
aplica homeomorficamente sobre V sob p.
0 espaço B é chamado espaço de recobrimento.
3.11. PROPOSIÇÃO
Para qualquer ponto b em Y^= p ^(x^), a aplicação p in - 
duz a aplicação p^- II^(B,b) 11^  ( X,x^) , que ê um monomorfismo que 
atribui a cada curva f  com ponto base b, a curva imagem p o f  com 
ponto base x o
PROVA ;
Se p o f  ê contratível a x^ levando seus pontos finais 
xos, uma horaotopia de recobrimento faz o mesmo com f .
3,12. T E O R E m  DA "ESTRUTURA DE FIBRADO
Seja H a interseção dos grupos imagem p*( n^(B,b) quando 
b varia sobre Y^. Seja G (X,x ^)/H e (X , x ^ ) G o homomor -
fismo natural. Então a aplicação de recobrimento p: B X  admite 
üma esftxutura de fibrado com fibra Y^, grupo G e classe 'caracte - 
rística X*
t s o r e m ã  f u n d a m e n t a l
Sejam Ç um fibrado sobre X,AC. X,B^ = p ^ (A) , em
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e = p (y^) . Então
P*= ~ n^(X,A,x^), n 2.
P R O V A ;
Suponhamos que p*(a) = 0. Seja f em F^(B,B^,y^) repre
sentando a. Como f; (1^,1^ -> (B,B^,y^>, segue que
pof; (1 ^ , 1 ^ (X,A,x^) . Então existe uma homo
topia h em F^(X,A,x^) de pof na aplicação ,c o n stante, Pelo. 29 teo 
rema da homotopia de recobrimento, 3.8, existe uma homotopia h' 
de f, que é estacionaria em h.
(B,Bo ,Yo )
+ p
(I^ X 1,1^“^ X I,J^^“xI) ^ (X,A,x^)
Como h ( ^ X I) = x^, segue que h'(j” ^ x I) = y^ e como '
h(I^ ^ X I) estâ em A, h ’ (I^ ^x I) estâ em B^. Assim h' é uma 
homotopia ém f ’^(B,B^,Y^) de f na aplicação '
f's J^“^) -V f onde ê a fibra sobre x^. De­
finimos; k(t^,...t^,T) = (t^,...,t^_^, (1- t ) t^+T). Então 
kCtj,...,t^,0) — ( t ^ , . . . , ^
k ( t , ,...,t ,1) = (t,,...,t ,,1), e assim k ê uma homo
ri rx *“ .1.topia de I em si mesmo, na face t = 1 e J ê deformado em si
mesmo. Seja k'(t,T) = f'(k(t,T)). Então . ..
\ k' (t,0) = f  (k(t,0) ) = f  (t) e
k' (t,l) = f  (k(t,D) = f  (t^,...,t^_ 3^ ,l) - y^ e p o r ­
tanto k' é uma homotopia em F^(B,B^,y^) de f' na aplicação constante.
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Segue que a-0 e assim ker p*=0. ftostramos então que ê 1-1.
■iÇ^ àmos mostrar agora que p* ë sobre. Seja B em 11^  ( X,A ,x^) 
e _f repísesentando B . Fazemos h(t,x) = f(k(t/r)), onde k ê a 
aplicação definida acima. Então h(t,0) = f(k(t,0)) = f(t) e
h(t,l) = f ( k ( t , D )  ?= f (t^, . . . ,t^ _^., , 1) = x^, assim h ê uma homoto 
pia de f na aplicação constante. Seja f  uma aplicação de em 
y^. Então ( p o f ) (t) = h ( t , l ) . E por 3.8, existe uma homotopiá' 
h' cobrindo h que ê estacionária com h; e como p o h '= h ,. temos que
h' (t,l) - p % h )  (t,l) = f  (t).
Seja. f " (t) = h* (t,Ó) , então pof" = f, '^!as como h leva em
x^, segue que h’leva em y^. Portanto f" estã era F^(B,B^,y^)
e representa um elemento a em n^{B,B^,y^) tal que p^ (a) = 3. 
Logo p^ ë um isomorfismo.
3.14. COROLA p.IO
p* : n (B,y ,y ) = 1 1  (X,x ) , n ^ 2. Esse resultado n o-^o n o _ j ^
sec|ue do teorema anterior fazendo B =Y = p (x ) .0 0 ^ 0
3.15. DEFINIÇÃO
Seja "3 = {B,p ,X,Y,G} um fibrado, Y fibra sobre x em X, e 
y^ em Y^. Sejam i: Y^-> B e j : B (B,Y^) aplicações inclusão. En 
tão> a sequência homotõpica de (B,Yo,yo) ê
i* 3 * 3-> n^(Y^) n„(B) n^(B,Y^) , (y ^) ....n o  n n ' o n-1 o
Se P t : (B,Y ,y ) -> (X,x ,x ) então p^o j ê a aplicação '^1 o o o o 1 ^
p: (E,y^) (X,x^) .
(B,y^) * (B,Y^,y^)'’i (X,x^,x^) .
Pelo corolário 3.11 podemos definir
4 =■ 3o(p^,)'l; n i. ê,
55
n^(B)' p» n (X) A' n (^o)"n n n-1
P*
" i < V nj^(B) n^(x)
- V l ' f ' y o » '
A' sequência cie grupos e homeomorfismos
n o
... n2 (X) ^
ê chamada sequência homotopiccv do fibrado g com base em yp.
3.16. PROPOSIÇÃO
A  sequência homotópica de um fibrado ê exata, 
PROVA:
Na seqüência homotôpica d e B  trocamos os termos n^(B,y^) 
da seqüência homotópica de CBjY^,y^) pelos grupos isomorfos '
I^(X), e acrescentamos o termo E^(X). Essa mudança não afeta a 
eíxatidão. Resta provar a exatidão era IT^(B). A  composição '
P*oi* ê trivial pois p aplica uma curva em em um ponto x^. Se 
ja f uma curva em B com ponto base e pof contrativei a le -
vando seus pontos finais fixos, üma homotopia de recobrimento 
sontrairá f a uma curva em Y e seus pontos finais permanecerão ' 
fixos. Isto prova a exatidão em -
â.l7. DEFINIÇÃO
Sejam h uma aplicação de Ç em B' e h: , X ->-X' a aplica - 
ção induzida dos espaços bases. Seja x^ em X, x^= h (x^), sejam 
Y^,Y^ fibras sobre x^,x^, respectivamente. Sejam y^ em Y^ e
= h(y^), e ainda h^: Y^ ->- Y^ a aplicação hj Y^. Obtemos e n ­
tão um HOMOMORFISMO da sequência homotópica de B em y^ ha de B ' 
eití. y ' ;o
í h o * i .  +h.  ^  +h ,^
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A  iromutatividade dos quadrados do raeio e da esquerda seguem da co 
mutatividade das aplicações hoi - ~ pbh. Expandindo'
o quadrado daj direita de acordo com a definição de A , temos:
n„(x) . '’i* n„(B,Y^) !
+ h*
A comutatividade do quadrado â esquerda segue de hop^= p^oh^, . e 
do quadrado da direita segue de 1.3.5, Como p^^*, p^* são isomor 
fos, a comutatividade a direita no primeiro diagrama ê verificada.
3.18. T E O R E m  DO ESPAÇO DE RECOBRIMENTO
Se p; B ->X ê um recobrimento, b em B e x - p (b ) , en­
tão p*: n^(B,b^) « n^(X,x^) , n §^;2, e para n-1, p*'ê um mono- 
morfisrho.
PROVA :
n >1: De acordo com 3.12, o recobrimento admite uma es -
trutura de fibrado com uirta fibra discreta Y . Então II (Y ) = 0o n o
para todo n- Assim na sequência homotõpica de B cada terceiro termo ê 
zero e portanto os termos adjacentes restantes são isomorfos (1,8).
n=l: Provado em 3.11.
3.19. DEFINIÇÃO
' Sejam '3 um fibrado principal, a fibra sobre x^ e
G ->G^ uma aplicação admissível (2.27) . Seja —  ç (e) , onde 
ei= identidiide. Seja A o operador bordo da sequência homotõpica ' 
de B com liase em y^. Definimos o homomorfismo característico
^  : ïij^(X,x^) ^ ^l,como sendo a composição
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X= , OU seja,
" V i < = o ' . y o >  1 * "
aSl sequência dos homomorfisraos x chamamos homomorfismos caracte­
rísticos .
S.eja G o conjunto dos elementos de G que podem ser uni 
dos a e por uma curva em G. G^ é um subgrupo de G e é invarian 
te. Definimos (G) = G/(^, e n^(G) opera em II^_j^(G,e) através 
de automorfismos internos de G.
A  c-lasse de equivalência da sequência de homomorf ismos 
X sob as operações de ^G) é chamada classe característica e 
ê representada por x('^)*
3.20. PROPOSIÇÃO
Se '3 e '3' são fibrados principais equivalentes, en­
tão X ( ^ = X ( .
P R O V A ;
Seja h: B -t ' uma equivalência homotõpica. Então h 
induz um isomorfismo da sequência homotõpica de g em na se­
quência homotõpica de 3' em y^ = 3.17, que 
h * 0  A= A 'oh*. Como 3 e 3' são equivalentes, h é a identi
dade e então h *o A= A' . Portanto o*
('/cA' = (h^.oA) = ç;^0 A ^
X(6) = X(B').
, Vamos considerar agora fibrados sobre a n-^esfera s ’^.
3.21. DEFINIÇÃO
Seja s ’^”^  uma (n-1) - esfera equatorial em s’^ e sejam 
e E 2 os heuttLsfêrios de S^ determinados por S^ Para i=l , 2,
seüa. V, uma n-cêlula aberta em contendo E. e com o bordo sendoi 1L
uma< (n-1) - esfera paralela a Então V, e V cobrem S^, e
n-1V l ^  y2 ® fadxa equatorial contendo S . Seja um ponto
de referência!, em s’^ Diz-se que um fibrado p sobre estã na
forma normal se suas vizinhanças coordenadas são e V 2 e '
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3.22. P ROPOSIÇÃO
Qualquer fibrado Ç sobre s'^  ê estritamente equivalen­
te a um fibrado na forma normal..
P RO V A ;
Como V^ ê uma cêlula, qualquer fibrado sobre V^ é e- 
quivalente a um fibrado produto (3.7). Se considerarmos a porção 
de '3 sobre V ^ , isto ê verdade. Portanto existem aplicações de 
fibrados
(j)^ = V^ X Y para i= 1,2. Então e cj)^
são funções coordenadas de um fibrado estritamente equivalente 
a B (2.6). Se alteramos B' a um fibrado estritamen
te equivalente fazendo (x) = e, para x em V^ e X 2 (x) = a para 
X em V 2 . Aplicando 2.8, ou seja, que g ^ 2  (x) (x) g ^ 2  X2 (x) ,
segue que ~ fibrado resultante estã na forma
normal.
3.23. DEFINIÇÃO
Seja B u m  fibrado na forma normal. A  a p l i c a ç ã o  ' ' 
T =. a plica s’^”^  e m  G, chamamos a p l i cação caracteris
ticá de B. Como ^2^2 ^ ^o' ^  segue que T(x^) = e e 
T; (S^”^ ,x^) (G,e) .
3.24. PROPOSIÇÃO
ri” 1_ Qualquer._aglicação T: (S ” , x^) -> (G,e) ê a aplicação
característica de algum fibrado sobre na forma nórraaj._.
PROVA ;
Seja r: ^2 ^ S^ ^ uma retração (0.12) que aplica
X na interseção de S^ ^ com o meridiano através de x ortogonal a 
S^ Definimos gj 2^ ^x) = T(r (x)). Fazendo
g^^= g 2 2  ~ ® ® ^21~ ^12 ’ ° fibrado desejado ê dado '
por 2.10.
3.25. TEOREMA DA EQUIVALÊNCIA
Sejam B e  B' fibrados sobre S^ na forma normal e com 
as mesmas fibra e grupo. Sejam T e T' suas aplicações caracterÍ£ 
t i c a s . Então B e B* são equivalentes se e somente se existem 
um elemento a em G e uma homotopia T' - aTa~ . Se G ê conexo 
por caminhos, então B e  B' são equivalentes se e somente se 
T' - T.
PROVA:
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Se B e  B' são equivalentes, segue de 2.8, que 
g' 2^ (x) = A^(x) g^ 2 (x) (x) . Seja f s’^ Então ‘
T' (x) = ]ij^ (x) T(x) ta~2 ^x). Como T (x^) = T '(x^)= e, temos '
e ~  (x^j ^2^^o^ e então (x^) = 1^ 2 ^ ^o^
n - 1Agora, S é contratível sobre E^ em x ,levando x^ fixo (i=l,3
A  imagem dessa homotopia sob X. é \ima homotopia de n. , na a p M
ri“Xcação constante S a levando x^ em a.
Seja h^= (s’^”^ x I, x^ x I) -> (G,a) essa homotopia. Então '
h' (x,t) = h, (x,t) T (x) h ”^ (x,t) é uma homotopia de 
-1T' a a T a , mantendo x em e.o
Reciprocamente, suponhamos a em G e a homotopia ,'
TT” - a T :a~^. Se definimos A . (x) = a, para x em V , i = 1,2, e1 X
se aplicamos 2.8, obtemos um fibrado equivalente a 13 cuja aplica­
ção característica ê a.‘ T a . Podemos supor a = e, e T = T.
T' = T, implica qiue: T'T ^ ê homotõpica a uma aplicação constante, 
e portanto T'T ^ e extensível a uma aplicação.
Definimos a aplicação
6 0
g ^ 2  (x) g ^ 2  , para x em E 2 H
V (x) , para x em E^,
que e contínua.
Seja ^ 2  = Int E í^. Se trocamoa.effiB, V 2 por ^^ 2 ^ ^2 ^2 ^ ^2 ^
obtemos um fibrado estritamente, equivalente "3^  (2.6). Igualmente 
B' é estritamente equivalente a obtido por substituição anãlq
ga. Seja agora ^2 (x) = e, para x em . Então
g ^ 2  ^ '-x) = '^12^^^ X2 ^ (x) , para todo x em H  .
Por 2,8, e portanto B ~ ç '.
Se G é conexo por caminhos, unimos a a e por uma 
curva, f: I -> G. Então h(x,t) =  f (t) T (x) f ^ (t) é uma homotopia 
a T a.r^ = T.
3.26. P ROPOSIÇÃO
Seja B um fibrado principal sobre s| na forma normal,e 
T sua aplicação característica. Sejam x^ em E 2 o põlo de S^ '
= p"^(Xj^), 5 = e - Ç(e). Seja a o gerador de '
ri’*' '' nn -(S ',x, ) correspondente a uma orientaçao de S . Orientamos E de
^ n n-1acordò com S , e S tal que seja positivamente incidente em E 2 •
Então» ÇoT: (S^ x ) •> (G, ,y. ) representa o elemento A (q) deO X X  “1
n^_ ^  CG , y ^ ) ; e portanto T representa xí“) = ( C* 0 à) ia).
P R O m :
Seja uma aplicação h: (E2 /S^‘ ^) (s’^, x^> . Seja X 2 o 
antIgíDd-a de Para cada x em E 2 , h(x) estâ no maior arco de
circulb, C (x) = . ^2 X Xj^ , e seu comprimento de arco ê duas vezes ' 
o de x,., Ainda, h aplica C (x) H  E 2 homeomorf icamente sobre o semi 
circulo C (x).
S'.n-1
61
n
Portanto, h aplica ^ homeomorficamente sobre .
Logo h tem grau 1 (pois a aplicação induzida em homologia, 
h*' {x^}) ê o homomorfismo identidade de
em -2) .
Definimos agora uma aplicação
<i)j^(h(x), T k (x) ) , para h (x) em E ^ ,
4>2 (h(x), e} , para h(x) em E ^ .
As duas partes da definição se interceptara quando h(x) está em 
Sp ^ pois T(k(x)) = g ^^2 ~ e* Neste caso diremos que ’
h(x) = k (x:) = x ' . Então
^^(x', Tx') =
e as duas definições coincidem. Portanto h' é continua sobre E 2 *
E ainda temospoh' = h, h'(S^~^) c  G, e h' (x ) = y . Quando x
- n — 1 ~ ^ ~esta em S , entao h(x) = e k(x)=x (por def i n i ç ã o ) . Portanto
h' (x) = 4-^  (h(x) , Tk (x) ) ^ (Xj^,T(x) ) = ((J)^ ^ o T ) ( x )  = 
= (ÇoT)(x).
Cbmo h temi grau 1, representa a em n^(S^,x^), e como poh' = h , 
h' = p ^oh, então h representa p^^ ( a ). Logo h'| ^ = ÇoT r e ­
presenta ( 9op*^) (a) = A (a) e assim T representa (-5*^ oA )(a) = x
3.27„ ^ O R E F Á  DA CLASSIFICAÇÃO
As classes dé equivalência dos fibrados sobre S^ com 
grupo G es t ã o  em correspondência 1 - 1  com as classes de equiva­
lência dos eleraentós de (G) sob as operações de 11 (G) . Tal 
correspondência ê dada por Ç x (a) r onde a ê um gerador de 
]íIn(S^ ) e x5 ^n-1 ^ homomorfismo característico de 
Ç.
A proposição 3.25 pode ser enunciada da seguinte for 
ma: Ç ~ Ç ' se e somente se os elementos de'II (G) representados 
por T e T ’ são equivalentes sob as operações de 11 (G) , definidos 
em 3.19. Combinando isto com 3.2 6,. segue o resultado acima.
62
3.28. COROLÁRIO
Se G ê conexo por caminhos, eritão o conjunto das cla£ 
ses de equivalência dos fibrados sobre S^ com grupo G estão em .' 
correspondência 1 - 1  com (G).
Agora vamos nos restringir a fibrados em que o espaço 
base ê um complexo finito de células (0.16) .
3.29. DEFINIÇÃO
Seja 'B um fibrado principal sobre um espaço X com 
grupo G. Dizemos que 3 é n - universal se, para quaisquer n-
complexo K (0.16), subcomplexo L de K, fibrado principal 6' sobre 
K com grupo G, e qualquer aplicação h: Ç' [l  ->• '3, existe uma exten 
são de h a uma aplicação de Ç ’ e m ^ .
Podemos então dizer que qualquer aplicação parcial, de 
um fibrado em ê extensível ao fibrado todo.
Se Ç-é n..- universal, Ç ' ê qualquer fibrado sobre o 
n - complexo K, e se L é vazio então existe uma aplicação de -g ' 
em
3.30. ‘I'EOREI^ DA CLASSIFICAÇÃO
Sejj,2 ) -g um fibrado (n + 1) -- universal com grupo G, se 
ja X: seu espatgo base, e seja K um n -- complexo. A operação que 
associa a cada aplicação f; K -> X seu fibrado induzido estabele­
ce uma corresípondência 1 - 1  entre classes de homotopiá de aplica 
ções de K em. X e classes de equivalência de fibradosprincipais 
sobre K cora grupo G.
P R O V A ;
Por 3.6, duas aplicações homotõpicas de K em X indú- 
zera fibrados equivalentes. Portanto, cada classe de horaotopia es 
tá associada a uma única classe de equivalência de fibrados.
Como qualquer fibrado principal p' sobre K admite uma 
aplicação hs -Ç' ->• Ç , e se f ; K->- X é a aplicação induzida, então, 
por 2.35, B' ê equivalente ao fibrado induzido por f e Ç .
Vamos mostrar agora que se as aplicações f ^ , f^: K ->X 
induzem fibrados equivalentes, então f^ - f^.
Sejam h^; B , i = 0,1, as aplicações induzidas ,
e seja
h: -> uma equivalência.
Definimos o fibrado 13' = B q x I conforme 3.1, e seja r; '3^  x I'^  Bg 
a aplicação natural r(b,t) = b. Sejam B q e as partes de
sobre K x 0 e K x 1, respectivamente, e sejam r^ = i=0,l.
Definimos uma aplicação de fibrados
h ‘ : U  -> •3 , por
h' 1 = hgor^, h' I 1 3 =  h^(hor^).
Kx;i ê um (rt+1) - complexo e 3 ê (n+1) - universal. Portanto, h' 
ê extensível, a uma aplicação de Ç ' . A  aplicação induzida ' ' 
fK x< I x ê  a horaotopia pedida.
3.31. PROPOSIÇÃO
Um fibrado principal B é n ~ universal se e somente ' 
se B ê conexo por caminhos e (B) = 0, para I í: i < n.
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P R O \ ^ ;
Suponhamos 13 um fibrado principal n - universal. Seja 
E uma (i+1) — œélula e seja S o seu bordo, ou seja, a i -  esfera. 
Seja f: S-v B orna aplicação contínua, e definimos f ' : SxG->-t3xG ' 
por f  (y,g) = {f(y,),g). Seja P : B x G Ç uma aplicação princi - 
pal (definida em 2.25). A composição P o f  é uma aplicação de fi - 
brados de S x G em Ç (por 2.26). Seja i < n. Como í3 é n - univer­
sal, P o f  se extende a uma aplicação de fibrados h: E x G . C o ­
mo P(b,e) = b, onde e = identidade de G, segue que
»  ^(Pof) (y,e) .= P(f(y),e) = f (y) . Logo h(y,e) é uma extensão de f 
a uma aplicação de E em B . Assim qualquer aplicação de uma i - e£ 
fera em B (i = . 0,1,..,,n-1) é contratível a um ponto. Portanto'
B ê conexo por caminhos e (B) = 0, para 1-^ i < n.
Reciprocamente, suponhaiRos B conexo por caminhos e 
(B) = 0, para 1 ^  i < n. Seja (E,S) uma (i + 1) - célula e seu ' 
bordo (i < n) . Seja h: S x G uma aplicação de fibrados. Seja 
f(y) - h(y,e). Então, f: S Como (B) = 0, f ê extensível a
uma aplicação f :  E .->B... Seja agora uma aplicação h' definida por
h' (y,g) = P ( f  (y) ,g) , para y em E.
Então h' é uma aplicação de fibrados d e E x G - ^ Ç  , e h '  é uma ex­
tensão de h, pois .
h' (y,e) = f  (y) = f(y) = h(y,e) para y em S .
Sejam ■g ' um fibrado sobre o n - complexo K e 'B'* a 
parte sobre um subcomplexo L, e suponhamos h: 13 . Para qual -
quer 0 - célula' v de L não em L, escolhemos duas aplicações admi^ 
síveis quaisquer (2.27) ç : G -^G e C= G ->G para algum x em
^ V X
X e extendemos h a  ÇoÇ èm G^. Isto extende h sobre ■ '
p''’^(K° u L) . Suponhamos, indutivamente, que h está definida em 
pi-l(KÍ V/ L) e i < n. “Seja E uma (i + 1) - célula de K não em L. 
Como é contratível, a porção de Ç ' sobre E é equivalente ao fibra 
do produta E x G. Portanto, a parte de ’3' sobre o bordo S de E é 
igualmente um produto S x G. Mas h está definida sobre a última ' 
pvarte, e æsâmo vimos, pode ser extendida sobre a porção do fibrado 
sobre E. jEssa extensão por etapas leva a uma extensão de h sobre' 
i í - ! ( K ^ U  L) .. Segue então que ç é um fibrado n - universal.
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3..32. PROPOSIÇÃO
Se 1 < n < m, então o espaço quociente é conexo
por caminhos e (O^/O^V = 0, para 1« i< n.
3.33. PROPOSIÇÃO
Se G é um grupo de Lie compacto, então, para cada i n ­
teiro n, existe um 5ibrado n - universal f, com grupo G.
P R O V A :
Seja G um grupo de L i e ,compacto, então G ê isomorfo a
mm subgrapo do .grupo ortogonal para k suficientemente grande
({ 2]) . Podemos supor que G C  0^.- Seja m  = n+k e seja 0^ o sub
grupo de O^ que opera trivialmente nas n primeiras coordenadas.
Então os subgrupos O e 0* de O comutam e podemos identificar seuU K  in
produto direto 0^ x 0^ com um subgrupo de O^. Como GCO^^ então
0^ X G C  0^ x 0^. Sejam B = e X = ^ G, e seja '
p: B -> X a projeção natural. Por 2.18, {b,p,X} admite uma estru
tura de fibrado com fibra (0^ x G)/0^ G. Como o maior subgrupo
de 0 invariante em 0 x G ê 0 , segue que o grupo do fibrado é
também (0^ x G)/0^ ~ G. Assim B é um fibrado principal com grupo
G. Como 0 /O é conexo por caminhos e lí. {0 / O  ) = 0, 1< i < n '- m n  , ^ x m n
(3.32), segue de 3.31, que B ê n - universal.
Podemos ver, como exemplo, que a variedade de Stiefel
V , , . = 0 ,,/0 definida no ex. 8, ê conexa por caminhos en + k,k n+k n ^
(V^ _^ j^  k^ ~ ^ para 1 ^ i  < n  (3.32) . Portanto por 3.31 é um fibra­
do n - universal, para qualquer subgrupo fechado G de Oj|., onde 
Oj^  é o subgrupo de ?ue opera trivialmente nas n primeiras co
ordenada's. 0 espaço base do fibrado n - universal é um espaço quo 
ciente de (2.18). Vamos definir um espaço nessas condições.
Seja o conjunto dos subespaços lineares k - di -
mensiona.iis (k - planos através da origem) de JR^. 0 grupo O^ é
transitivo (0.7) em M- , pois qualquer elemento de 0 leva um k-
k n-k -plano em um k - plano. Se R  ê um k - plano fixo e R  e seu
eomplemento ortogonai, o subgrupo de 0^ aplicando R  em si mesmo
decompõem-se no proáib:to O, x 0' , de dois subgrupos ortogonais '
^ n—ksendo que co; primeiro deles deixa R  ponto a ponto fixo, e o se-
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_gundo deixa R " ponto a ponto fixo. Podemos então identificar
M , ~ O /O- X 0' n,k n k n-k
e é chamado variedade de Grassmann dos k - planos no n '>■ espan^k '  ^ . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . .  -
ço.
Agora, se identificamos a variedade de Stiefel
com •^n+k^^^^n' ^n+k k ^ ° fibrado sobre a variedade de
Grassmann ^ identificada com ^0^ x e esse fibrado '
tem fibra e grupo Oj^.
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Daremos agora uma versão recente de ^ alguns resultados.... 
do nosso trabalho.
Para  tanto, achamos necessârig colocar a noção de e s ­
paço fibrado da seguinte forma (comparar com 2.1).
Seja K um grupo topolôgico e seja F um K - espaço e 
fetivo S direita (0.1,0.2). Sejam X e B espaços topolôgicos.
Um fibrado é uma aplicação p: X->- B junto com uma coleção § de 
homeomorfismos F x TJ p ^  (U) para XJCB, aberto que satisfa 
zem as seguintes condições;
(11 P a r a  qualquer  ^em f , temos que p.  ^(x,y) —■ y, pa-- 
ra todo x era F e y em U.
(.2) Todo ponto b em B possui uma. vizinhança V tal
que existe F x V -> p ' ^  (;V) .com A em |.
C3). Se f: F.x IJ -> p ^ (U) estã em | e V C U  é aberto , 
então a restrição <j) a F x V também esta em
(4) Se ; F X U p ^  (U) estão em f>, existe uma a- 
plicação 0; U K tal que
í|^ Cf,ü.) = <j) (f 6 Cu) , u) , para todo f em F e todo u era ü.
(5) A coleção ^ é maximal entre todas as famílias qué 
satisfazem as condições acima.
Chamaremos então X de espaço total, B de espaço base, 
F de fibra, K de grupo do fibrado, cada  ^ de carta sobre U (as 
funções coordenadas da def. 0.1.) e 0 de função transição (as ' 
transformações coordenadas da def. 2.1).
A aplicação O é unicamente determiinado por ^oip, c o n ­
forme visto em 2.1. (.3) .
E m  seguida damos uma descrição, de espaços fibrados em 
função de produto torcido, que vam.os definir.
Seja G um grupo que opera sobre X , (0.1) e seja x em 
X . 0 conjunto G(x) = { g ( x ) ;  g em G) ê chamado ó r b ita de x sob 
G. Seja X / G  o conjunto cujos elementos são as órbitas x*= G(x) 
de G em X . Seja n: X ->■ X / G  definido por n (x). = G(x). Atribuí 
mos a X / G  a topologia quociente, i.é, V é aberto em X/G se, e 
soinente se, II ^ (V) ê aberto em X. Assim, chaniaraos X / G  de e s p a r
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orbital de X , em relação a G, e 11 ë chamada aplicação o r b i ­
tal .
Sejam G um grupo topolôgico, X um G espaço ã direita 
e Y  um G - espaiço ã esquerda. Neste caso, G opera sobre X x  Y, 
por
g(x,y) (x g gy).
0 espaço orbital dessa ação ê chamado produto torcido
de X e Y, e é representado por X Y.G
Segue imediatamente da definição, que o produto torc^ 
do X Y ê o espaço quociente de X x Y, pela relação de equ^
valência
{’xg,y). -V (x,gy) , para todo ,x em X e y em Y.
A classe de equivalência de (x,y) ê representada por íx,y} de 
tal modo que íx,y} = {x' , y ' } se e somente s© existe g em G tal
Ique x' = X g ^ e y' =  gy ([11]). Ê fácil verificar que 
í xg,y} = íx, gy}.
Dados dois G - espaços a esquerda Y e Y' e um.a aplica 
ção equi variante f: Y' ->Y' (f ê equivariante se f (gy) —  gf (y) / 
para todo g e m  G e todo x  en> X  ) , então f induz a aplicação
X  fí X  x„ Y X  x„ Y' , definida porvjj V
íx,y} ->• í f Cx) , y } .
Lembremos que "um G - fibrado principal ê um fibrado ' 
com fibra e grupo G, em que G opera em si próprio por transia - 
ç Hq  ã, direita,
PROPOSIÇÃO;
Se;ja, p; ,X '•> B uit) G - fibrado principal e seja F um 
G espaço ã direita. E n t ã o
íí; F X  B. definida por
n íf,x} = p(x) ê um fibrado com fibra F e grupo G, e
ê chamado F - fibrado associado com seu G - fibrado.principal ' 
« 7}) .
Esta proposição apresenta uma forma moderna de determ^ 
narmos o fibrado principal associado, definido anteriormente em
2.21, o que sugere que a teoria que temos - desenvolvido admite ' 
uma notação conveniente em função de produto torcido. E n t r e t a n ­
to, a apresentação de N.E. SteehJTod en) "The Topology of Fible 
bundles", que desenvolvemos neste trabalho ê ainda mais completa^ 
embora esta nova tendência notacional seja de grande aplicação ' 
em açoes de grupos C ver [1]).
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